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Resumen— Hacer operativo el concepto de sostenibilidad es un desafio importante en la gestién de recursos naturales, problemas de
conservacion de la biodiversidad, el cambio climdtico y la epidemiologia, entre otros. Diferentes enfoques se han propuesto, basados
en restricciones y umbrales que consideran no sobrepasar indicadores bioldgicos, ecoldgicos, econdmicos o sociales como metas para
los objetivos de una gestion sostenible. Cuando las restricciones inducidas por umbrales deben satisfacerse a lo largo del tiempo, estos
problemas pueden formularse en el marco matemdtico de la teoria de la viabilidad, como han propuesto numerosos autores durante las
ultimas décadas. El eje central de estos enfoques ha sido principalmente el célculo del niicleo de viabilidad, concepto clave en la mencionada
teorfa, que consiste en el conjunto de estados iniciales del sistema a partir del cual es posible satisfacer las restricciones prescritas a lo largo
del tiempo. Nuestro enfoque en los dltimos afios ha sido en el sentido inverso, consistente en determinar los umbrales para los que existe
una trayectoria que satisface las restricciones parametrizadas por dichos umbrales, a partir del estado actual de un sistema. El conjunto
de todos estos umbrales se denomina conjunto de umbrales sostenibles, que corresponde al operador inverso del niicleo de viabilidad.
Este nuevo concepto, y su célculo, proporciona una herramienta para la gestién y visualizacion de multiples objetivos relacionados con la
sostenibilidad que se puede alcanzar, permitiendo observar la (in)compatibilidad y compensaciones entre ellos. En este trabajo revisamos
la definicién del conjunto de umbrales sostenibles, presentando algunas interpretaciones y un método para calcularlo, resumiendo trabajos
recientes desarrollados con varios coautores.

Palabras clave—sostenibilidad, teoria de la viabilidad, umbrales sostenibles, maximin, programacién dindmica

Abstract—Operationalizing sustainability is a major challenge in natural resource management, biodiversity conservation problems, the
climate change, and epidemiology, among others. Approaches based in constraints and thresholds have been proposed considering not to
exceed biological, ecological, economic, or social indicators as goals for sustainable management objectives. Whenever the constraints
induced by thresholds have to be satisfied over time, such problems can be formulated into the mathematical framework of viability theory,
as has been proposed by numerous authors during the last decades. The focus of these approaches, has been mainly the computation of
the viability kernel, the key concept in the mentioned theory, and consisting in the set of initial states of the system from which is possible
to satisfy prescribed constraints along the time. Our approach in the last years has been in the inverse sense, consisting in determining the
thresholds for which there exists a trajectory satisfying constraints parametrized by such thresholds. The set of all these thresholds is called
the set of sustainable thresholds, that corresponds to the inverse operator of the viability kernel. This new concept and its computation,
provide a tool for the management and visualization of multiple objectives related to sustainability that can be accomplished, allowing to
observe their (in)compatibility and trade-offs. In this paper, we review the definition of the set of sustainable thresholds presenting some
interpretations and a method to compute it, summarizing recent works developed with several co-authors.

Keywords—sustainability, viability theory, sustainable thresholds, dynamic programming.

INTRODUCCION contextos: Asheim (2007); Cairns y Long (2006); Doyen
y Martinet (2012); Fleurbaey (2015), en particular en el
partir del Informe Brundtland et al. (1987), que de la economia ecoldgica, ambiental y de los recursos. En

proporciona una definicién unificadora del desarro- ~ ©€sa perspectiva, el enfoque de maximizar una funcién de
llo sostenible, se pueden identificar varios estudios que utilidad con una tasa de descuento, es calificado como la

proponen cémo hacer operativa esa definicién en diversos dictadura del presente por Chichilnisky (1996), debido
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a que este criterio descuida la utilidad a largo plazo, lo
que conlleva a trayectorias insostenibles para las futuras
generaciones. Entre los enfoques y criterios alternativos
relacionados con la sostenibilidad cuantitativa, se encuentra
el maximin Solow (1974), definido como el nivel de utilidad
mds alto que puede sostenerse en el tiempo, promoviendo
asi la equidad intergeneracional. Sin embargo, el uso de
métodos de optimizacién para cuantificar la sostenibilidad,
incluido el criterio maximin, es criticado globalmente en
Howarth (1995); Martinet (2011), donde se argumenta que
es necesario imponer condiciones de sostenibilidad antes de
la maximizacién de cualquier funcién de bienestar social.

En este sentido, la consideracién de restricciones bioldgi-
cas, ecoldgicas, sociales o fisicas para cumplir los objetivos
a lo largo del tiempo surge como una cuestién crucial. El
enfoque en términos de restricciones y objetivos estd bien
adaptado para abordar problemas de conservaciéon de la
biodiversidad, en los que se suelen preferir las limitaciones
ecolégicas a las evaluaciones de utilidad o monetarias
(véase, por ejemplo, los objetivos de biodiversidad de Aichi,
formulados por el Convenio sobre la Diversidad Bioldgica),
o para abordar la cuestiéon del cambio climdtico, como
ilustra el protocolo de Kioto, en el que los objetivos fisicos
se definen en términos cuantitativos. En este marco, los
puntos de referencia que no deben traspasar los indicadores
bioldgicos, ecoldgicos, econdmicos o sociales representan
objetivos de gestion sostenible. Como ejemplos de este
enfoque, se pueden mencionar el concepto de Estdndares
Minimos de Seguridad (SMS) Margolis y Naevdal (2008),
donde se introducen umbrales de inflexién y zonas de riesgo,
o el Enfoque de Ventanas Tolerables (TWA) Bruckner et al.
(1999), basado en limites seguros y regiones de viabilidad.
Del mismo modo, en Rockstrom et al. (2009) desarrollan
un marco basado en restricciones que definen el espacio
operativo seguro (SOS) para la humanidad, asociado a los
subsistemas o procesos biofisicos del planeta.

Con una perspectiva de equidad intergeneracional, si las
restricciones inducidas por los puntos de referencia, umbra-
les, limites, normas o puntos de inflexion deben satisfacerse
a lo largo del tiempo, estos problemas relacionados con la
sostenibilidad pueden formularse en el marco matematico
de la teoria de la viabilidad Aubin (1990); De Lara y Doyen
(2008); Doyen et al. (2019). Interpretando las restricciones
como derechos minimos que deben garantizarse a todas las
generaciones, la teorfa de la viabilidad puede utilizarse para
abordar estos problemas de sostenibilidad Baumgartner y
Quaas (2009); Doyen y Martinet (2012). De hecho, este
enfoque ha sido aplicado por numerosos autores a la gestion
sostenible de recursos renovables a los que se refieren
Béné y Doyen (2000); Béné et al. (2001); Doyen et al.
(2017); Krawczyk et al. (2013); Péreau et al. (2012); Pereau
et al. (2018). En Oubraham y Zaccour (2018), los autores
ofrecen una visién completa de estos estudios, destacando
la aplicacion de conceptos y herramientas de la teoria de
la viabilidad a la gestion sostenible de recursos renovables,
incluidos los ecosistemas y las poblaciones, como la pes-
cay especies no marinas, el medio ambiente y otros recursos.

Los enfoques de maximin y viabilidad estdn fuertemente
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conectados, ya que el maximin surge como una viabilidad
mdxima - Doyen y Gajardo (2020); Doyen y Martinet
(2012); Martinet y Doyen (2007) -. Mds concretamente, en
Doyen y Martinet (2012) se demuestra que la funcién valor
de un problema maximin es la solucién de un problema de
optimizacion estitico que involucra al nicleo de viabilidad
como restriccion.

Las aplicaciones tradicionales de la teoria de la viabilidad
a la gestién sostenible de recursos naturales (incluyendo
aspectos ecolégicos, econémicos o sociales) se basan en
la determinacién del llamado niicleo de viabilidad, un
conjunto formado por las condiciones iniciales de las
variables de estado, que aseguran la existencia de al menos
una trayectoria (viable) de estados que puede satisfacer las
restricciones impuestas que representan la sostenibilidad
(ver Baumgartner y Quaas (2009); Béné et al. (2001); Cissé
et al. (2013); De Lara y Doyen (2008); Doyen et al. (2017);
Doyen y Martinet (2012); Krawczyk et al. (2013); Péreau
et al. (2012) y sus referencias). Si el estado actual de los
recursos no es viable, es decir, si no hay una trayectoria
futura viable capaz de satisfacer las restricciones de soste-
nibilidad, se sugiere entonces la recuperacién de los recursos.

A pesar de las diversas aplicaciones de la teorfa de la
viabilidad, uno de los inconvenientes del nicleo de viabili-
dad es que puede contener estados que no son alcanzables
desde el estado actual de los recursos a estudiar, lo que hace
indtil su calculo, tarea que, en general, es muy dificil. En
lugar del nicleo de viabilidad, en los dltimos afios hemos
propuesto centrarnos en el conjunto de umbrales sostenibles,
un conjunto de umbrales que parametrizan las restricciones
de sostenibilidad que pueden satisfacerse en el futuro, dado
el estado actual de los recursos. Este conjunto representara
la capacidad (o incapacidad) de los recursos para sostener
las restricciones de sostenibilidad especificadas, ademds de
mostrar todas las restricciones que pueden satisfacerse a
partir del estado actual, que puede ser muy malo, en caso de
que solo puedan sostenerse en el tiempo restricciones muy
poco exigentes.

Desde el punto de vista matematico, el uso del nicleo
de viabilidad y el del conjunto de umbrales sostenibles
son enfoques equivalentes, ya que uno es el mapeo inverso
del otro. Sin embargo, para asistir al proceso de toma de
decisiones, creemos que el conjunto de umbrales sostenibles
es visualmente mas atractivo porque contiene mas informa-
cién util que el ndcleo de viabilidad y tiene propiedades
matemdticas (no compartidas por el nicleo de viabilidad)
que deberian hacer de su cédlculo una tarea mds abordable.

En el presente articulo, consideraremos un sistema dina-
mico controlado a tiempo discreto (Secciéon Definiciones
preliminares), donde las variables de estado pueden repre-
sentar por ejemplo uno o varios recursos naturales, diferentes
especies, emisiones, o diversas cantidades de interés que
evolucionan en el transcurso del tiempo. El o los controles
seran las decisiones exdgenas que modifican la evolucion
del sistema. El objetivo es que tanto las trayectorias de
estado y controles satisfagan restricciones, parametrizadas
por umbrales, a lo largo del tiempo. En ese contexto,
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definiremos el conjunto de umbrales sostenibles y veremos
su relacion con el nicleo de viabilidad (Seccién Nicleo de
viabilidad y el conjunto de umbrales sostenibles). Luego
presentaremos caracterizaciones que involucran estos obje-
tos, mediante problemas de optimizacién de tipo maximin
(Seccién Umbrales sostenibles y maximin), estableciendo
un estrecho vinculo entre tal tipo de problemas, estudiados
hace mucho tiempo en sostenibilidad cuantitativa, y la teoria
de la viabilidad. Finalmente en la Seccién Principio de
Programaciéon Dindmica presentaremos un resultado que
permite disefiar un método numérico, basado en el principio
de la programacién dindmica, para calcular los umbrales
sostenibles eficientes (frontera débil de Pareto), y de esa
forma obtener el conjunto completo.

DEFINICIONES PRELIMINARES

El contexto matemadtico general en el cual se plantea es-
ta revision, es un sistema dindmico determinista en tiempo
discreto, que se escribe de la siguiente forma:

{ x(t+1) = D(x(1),u(t))

x(ty) = xp dado,

to<t<T
(D

donde x(r) € X C R" es la variable de estado (e.g., niveles
de uno o varios recursos naturales, de diversas especies, 0
la cantidad de individuos en compartimentos en modelos
epidemioldgicos), u(t) € U C R™ es el control o decisién
que afecta la evolucién de las variables de estado (e.g.,
esfuerzo de captura, cosecha, o medidas de mitigacién de
una enfermedad), D : X x U — X representa la dindmica,
to € N es el periodo de tiempo inicial en el que se realiza
el andlisis y 7 € NU{+oo} (T > t9) es el horizonte de tiempo.

Para simplificar la presentacion, consideraremos solo
sistemas auténomos, pero todo lo que expondremos es
facilmente extendible a sistemas no-auténomos.

Establecido el sistema dindmico (1), lo que en esencia es
un trabajo multidisciplinario que involucra el modelamiento,
identificacién y estimacién de pardmetros, nos situaremos en
un contexto donde es deseable que las trayectorias de esta-
dos y controles satisfagan restricciones a lo largo del periodo
de tiempo en estudio. Un ejemplo ilustrativo es el caso en
que (1) representa la evolucién de un sistema medioambien-
tal sujeto a restricciones de preservacion y produccion (De
Lara y Doyen (2008); Doyen et al. (2017); ICES (2004)). En
un contexto general, escribiremos

Li(x(t),u(t)) > 6;,

donde para j=1,...,p, las funciones /; : X x U — R re-
presentan indicadores de calidad, métricas u observaciones y
0 =(61,...,0,) € R” es el vector donde la componente j es
el umbral correspondiente a la restriccién /;. De esta forma,
el sistema dindmico controlado con restricciones que estu-
diaremos es

x(t+1)=D(x(r),u(r))
x(tp) = xo dado 3)

Ii(x(t),u(t)) > 0;, j=1,...,p,

j=bL....p; 00<t<T, (2)

fh<t<T

to<t<T
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En la literatura de los tltimos afios, podemos encontrar
diversas investigaciones cuyo objeto de estudio se puede es-
cribir de la forma anterior (en tiempo discreto o continuo), y
que han sido motivados por la gestién de recursos pesqueros
- Cissé et al. (2013); De Lara et al. (2007a); Doyen et al.
(2017, 2012); Eisenack et al. (2006); Mullon et al. (2004);
Péreau et al. (2012) -, la gestidn de recursos forestales - Ber-
nard (2010); Bernard y Martin (2013); Mathias et al. (2015);
Rapaport et al. (2006) -, el cambio climitico Aubin et al.
(2005, 2012), los sistemas agro-ecolégicos - Baumgartner y
Quaas (2009); Durand et al. (2017); Sabatier et al. (2015),
y el control de epidemias Barrios et al. (2018); De Lara y
Sepulveda-Salcedo (2016); Sepulveda-Salcedo y De Lara
(2019) -.

Al observar el sistema (3), representando este una situa-
cion ideal o deseable, la pregunta natural que nos podemos
hacer es si existe una trayectoria de controles (decisiones)
u(-) = (u(to),uto +1),...,u(T)) tal que las restricciones
estipuladas en (3) se puedan satisfacer. Evidentemente, la
respuesta dependerd del estado inicial del sistema xp y de
las restricciones que estdn parametrizadas por el vector de
umbrales 6 = (6y,...,0,) € RP. La compatibilidad entre
ambos objetos, es lo que abordamos en la préxima seccion.

NUCLEO DE VIABILIDAD Y EL CONJUNTO DE
UMBRALES SOSTENIBLES

En el contexto del sistema dindmico controlado (3) con
restricciones mixtas (de estado y control), la teoria de la via-
bilidad se ha concentrado en analizar y calcular el niicleo de
viabilidad (ver Aubin (1991)), concepto clave en dicha teo-
ria, y que consiste en el conjunto de condiciones iniciales xg
para las cuales el sistema (3) es factible, es decir, existe una
secuencia de decisiones u(-) que permite satisfacer las res-
tricciones. El niicleo de viabilidad se define entonces por

Ju(-) y x(-) satisfaciendo
x(l‘()) = X0

VT(Z‘(),G) déf x0 €X x(t+ 1) :D(X(l),u(t))
ut)elU 'y

1i(x(1),u)) > 6, Vi=1,..p

Vig<t<T

“4)

El nicleo de viabilidad Vr(f,6) C X C R”", asociado al
vector de umbrales 8 € R”, juega un rol fundamental (en
tiempo discreto y continuo) en el andlisis de la consistencia
entre un sistema dindmico controlado y las restricciones a
las cuales estd sujeto, siendo clave también en el disefio de
controles viables. Desafortunadamente, su calculo presenta
diversas complejidades.
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De la definicién del nicleo de viabilidad, se obtiene que
si la condicién inicial xo no estd en Vr(t,0), entonces
independiente de lo que hagamos (i.e., de la secuencia de
controles u(-) que se elija), tarde o temprano alguna de
las restricciones no serd respetada, informacién relevante
cuando se analizan problemas de sostenibilidad.

En la literatura podemos encontrar una gran cantidad de
trabajos cuyo foco es la caracterizaciéon y el célculo del
nucleo de viabilidad - Aubin et al. (2011); Béné et al. (2001);
Bonneuil y Boucekkine (2014); De Lara y Doyen (2008);
De Lara et al. (2007b); Krawczyk et al. (2013); Saint-Pierre
(1994) -. Recientemente en Oubraham y Zaccour (2018), los
autores proveen una exhaustiva revision sobre la utilizacién
de la teoria de la viabilidad y en particular del niicleo de
viabilidad, en el estudio de problemas asociados a la gestién
sostenible de recursos renovables, incluyendo ecosistemas y
medio ambiente, concluyendo que la teoria de la viabilidad
es un marco metodolégico muy ttil para analizar problemas
de sostenibilidad. En Schuhbauer y Sumaila (2016) también
se hace una revisién de aplicaciones de la teoria de la
viabilidad, pero en dicho trabajo estas se concentran en la
gestion de recursos pesqueros.

Menos atencion, con la excepcién de Doyen y Gajardo
(2020); Doyen y Martinet (2012); Gajardo y Hermosilla
(2021); Gajardo et al. (2018); Martinet (2011); Martinet
et al. (2010), ha recibido el problema de viabilidad inverso,
consistente en determinar, dada una condicién inicial x,
las restricciones parametrizadas por el vector de umbrales
0 = (61,...,6,), para las cuales el sistema (3) es factible.
En términos matematicos, lo que se busca es determinar el
siguiente conjunto

Ju(-) yx(-) satisfaciendo
x(t0) = xo

x(t+1) =D(x(t),u(r))
Fr(to,x0) L L OERP| u(t) €U y
1i(x(t),u(t)) > 6;

Vi=1,...,p

Vip<t<T
(5)

El conjunto 7 (fy,x9) C R” es denominado conjunto
de umbrales sostenibles a partir del estado inicial xy. La
definicién de este conjunto se puede encontrar en Doyen y
Gajardo (2020); Gajardo y Hermosilla (2021); Gajardo et al.
(2018); Martinet et al. (2010, 2011) (en tiempo discreto) y en
Barrios et al. (2018); Martinet (2011) (en tiempo continuo).

Directamente de las definiciones (4) y (5), el conjunto de
umbrales sostenibles puede considerarse como el mapeo in-
verso del nicleo de viabilidad, en el siguiente sentido

0 Eyr(l(),X()) < X0 EVT(IU,G) (6)
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[

Sr(to, xo)

61

Figura 1: Ilustracion tomada de Gajardo et al. (2018) del conjunto
de umbrales sostenibles .77 (¢, x0) N Ri (i.e., considerando solo
restricciones no negativas en (5)).

Similar a lo que sucede con el nicleo de viabilidad,
identificar y calcular .7 (fo,xp) plantea diversos desafios.
Sin embargo, en muchas situaciones pricticas, el conjunto
de umbrales sostenibles visualmente es mds interpretable
que el nicleo de viabilidad y podria proporcionar una valiosa
informacidn cualitativa a los tomadores de decisiones. Por
ejemplo, en problemas de gestiéon de recursos naturales, en
los que el estado de los recursos estudiados esta representado
por varias variables de estado (como en los modelos en cla-
ses de edades en la gestion pesquera), el niicleo de viabilidad
no puede proporcionar informacién visual a los tomadores
de decisiones que estdn considerando diversas restricciones.
Este caso no se da cuando se tienen pocas restricciones
que satisfacer, por ejemplo, dos: una restricciéon de tipo
preservacion (e.g., mantener al menos un nivel minimo del
recurso) y una restriccion de tipo produccion (e.g., mantener
al menos un nivel minimo de cosecha o beneficio). En
esta situacion, el conjunto de umbrales sostenibles puede
ilustrarse en el plano (dos dimensiones asociadas a las dos
restricciones) como se muestra en Barrios et al. (2018) y Ga-
jardo et al. (2018). De esta forma, este conjunto representa
la buena o mala salud del sistema en estudio en términos de
la sostenibilidad, permitiendo visualizar las compensaciones
o trade-offs existentes entre las diferentes restricciones, que
usualmente estdn en conflicto, subyacentes en la definicién
de sostenibilidad. En la Figura 1 ilustramos el conjunto
1 (t9,x0) con dos restricciones en conflicto, en el sentido
de que cuanto mds exigentes seamos con una restriccion
(i.e., imponiendo un umbral mds alto), menos exigentes
deberiamos ser con la otra restriccién (i.e., imponiendo
un umbral mds bajo). Esto dltimo ocurre muy a menudo
en problemas relacionados con la sostenibilidad o mads
generalmente en problemas sociales.

Durante los dltimos afios, hemos creido que el conjunto
7 (to,x0) entrega informacién muy relevante sobre la sos-
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Figura 2: Esquema tomado de Gajardo et al. (2021) del conjunto
de umbrales sostenibles para dos estados iniciales diferentes xg y
/

Xo-

tenibilidad del estado actual del recurso xp, en el sentido de
que informa sobre los niveles de las diferentes métricas u ob-
servaciones I; que pueden garantizarse tanto hoy como en el
futuro. En particular, un conjunto .7 (#y,xo) pequeiio, indi-
ca que el estado actual xg es vulnerable en el sentido de que
hay pocas opciones para operar en el sistema en términos
de su sostenibilidad. De esta forma, el conjunto .77 (fo,x0)
pretende proporcionar una imagen del estado actual del sis-
tema, dado por xp, en términos de los umbrales que pueden
mantenerse de forma sostenible en el tiempo. La Figura 2
muestra el conjunto de umbrales sostenibles para dos dife-
rentes estados iniciales xo y x{, en el caso en que el espacio
de umbrales es de dimensién dos. En esta imagen, teniendo
1 (t0,x4) C A1 (t0,%0), se puede inferir que el estado x;, estd
en una peor situacioén que xy.

Por otro lado, en varias aplicaciones el estado inicial xg
suele ser conocido o al menos estimado, por lo que puede ser
mds fécil y préctico determinar .7 (fy,xo) en lugar del nd-
cleo de viabilidad completo Vy(fo,0). Ademds, el conjunto
de umbrales sostenibles tiene propiedades matemadticas que
no comparte el nicleo de viabilidad, como ser un conjunto
inferior en el sentido de que

S (to,x0) —RY = 77 (10, x0), )

propiedad que se obtiene directamente de la definicién (5),
la que hace el cdlculo numérico del conjunto .7 (p, xp) mas
abordable, dado que gracias a la propiedad (7), este con-
junto queda completamente caracterizado por su frontera,
propiedad que mencionaremos mds adelante. Por lo tanto,
para problemas con varias variables de estado, el célculo
de V7 (t,0) puede ser demasiado costoso o poco préictico
en términos del tiempo computacional, incluso si solo hay
pocas restricciones. Sin embargo, en la misma situacién
(varias variables de estado con pocas restricciones), el
tiempo computacional de estimar .7 (1, xp) puede reducirse
considerablemente porque, esencialmente, la complejidad de
calcular Vr(t9,0) y 7 (fo,%0) es la misma, pero este tltimo
es un objeto en un espacio de menor dimension.
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Antes de terminar esta seccién, veamos una propiedad de
monotonia del conjunto 7 (fy,xo), que es util para la iden-
tificacién y aproximacién del conjunto cuando se tiene hori-
zonte infinito:

yT(taxO) C yT(t+17x0)

Sra(t,x) C Sr(txo)

La demostracién de estas inclusiones es directa de la defini-
cion (5) y simplemente subrayan que los umbrales que son
sostenibles durante un periodo de tiempo, también son sos-
tenibles durante un periodo mas corto. De acuerdo con dicha
propiedad de monotonia, se puede deducir que el conjunto de
umbrales sostenibles en el caso de horizonte infinito se puede
caracterizar a través de umbrales sostenibles en tiempo finito
como sigue:

ym(t(),)q)) = m yT(thXO)

T>tg

En virtud de la anterior propiedad, a partir de ahora supon-
dremos que el horizonte de tiempo 7 es finito.

UMBRALES SOSTENIBLES Y MAXIMIN

En esta seccidn, procederemos a caracterizar el conjunto
de umbrales sostenibles .77 (fy,xp) a través de problemas de
optimizacion de tipo maximin. Si bien hay una amplia litera-
tura matematica sobre problemas de optimizacién maximin,
desde el punto de vista de la sostenibilidad cuantitativa, el
concepto maximin fue propuesto en los afios setenta Solow
(1974), definiéndolo como el nivel de utilidad mads alto que
puede sostenerse en el tiempo, promoviendo asi la equidad
intergeneracional. Por lo tanto, establecer una relacion entre
el maximin de un problema de sostenibilidad (por definir
aun) y el respectivo conjunto de umbrales sostenibles,
establece un puente entre dos enfoques a priori diferentes,
utilizados para abordar este tipo de problemas.

En primera instancia, relacionaremos al conjunto
1 (to,x0) con un problema maximin multicriterio. Para ello
tendremos que definir qué se entiende por soluciones de este
tipo de problemas, las cuales entenderemos en el sentido de
Pareto. En segunda instancia caracterizaremos el conjunto
1 (t9,%0), como el conjunto de nivel de una funcién valor
de un problema maximin usual (i.e., monocriterio). Dicha
caracterizacién nos permitird establecer un método para
identificar puntos que estdn en la frontera de 7 (ty,x0),
recuperando de aquella forma el conjunto completo. Los
resultados matematicos que enunciaremos para ambas
partes, fueron establecidos en Doyen y Gajardo (2020) y
Gajardo y Hermosilla (2021), referencias donde se pueden
encontrar las demostraciones.

Antes de comenzar con las dos caracterizaciones mencio-
nadas, definiremos los puntos de Pareto o frontera de Pareto
de un conjunto. Para ello utilizaremos el concepto de domi-
nancia en el sentido de Pareto.

Definicién 1 Dados dos vectores 6 = (61,...,6p) y 0 =
(61,...,0,) en RP, se dice que 0 estd fuertemente dominado
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Figura 3: Ilustracién de las fronteras de Pareto de un conjunto
. C R2. En verde se indica la frontera débil y los puntos en rojo
corresponden a la frontera (fuerte).

por 0 en el sentido de Pareto, si 6 < 0 (componente a compo-
nente) y se dird que estd debilmente dominado en el sentido
de Pareto, si 0 < 0 y existe una coordenada j € {1,...,p}
tal que 0; < éj.

Definicion 2 Dado un conjunto . C RP, su frontera de Pa-
reto débil se define por

def

P(S)={0€S|DOES ;0 domina fuertemente a 0};

Es decir, 8 € 2,,(.7) si'y solamente si 0 € -/ y para todo
0 € .7, existe una coordenada j € {1,...,p} tal que 6; > 6;.
La frontera (fuerte) de Pareto de . estard dada por

def

P(S)V={0€.7 0.7 tal que 6 domina débila 0}.

En otras palabras, 6 € 2 () si y solamente si 6 € .y
para todo 0 € ¥ (diferente de 0) se tiene 0 < 6 y ademds,
existe una coordenada j € {1,...,p} tal que 6; > 0;.

Observe que de las definiciones anteriores, se obtiene que
P (L) C P, () para todo conjunto . C RP. En las pro-
ximas secciones trabajaremos con las fronteras de Pareto del
conjunto de umbrales sostenibles .7 (fy, o).

Maximin multicriterio

El enfoque maximin usual en sostenibilidad cuantitativa
- Cairns y Long (2006); Doyen y Martinet (2012); Solow
(1974) -, busca maximizar el minimo nivel en el tiempo de
un beneficio /. En otras palabras, el criterio maximin defi-
ne el nivel maximo de beneficio que se puede sostener en el
tiempo a partir de un estado inicial xy. De esta forma, si el
sistema dindmico controlado viene dado por

x(t+1) =D(x(t),u(r)) fh<t<T

®)

x(l‘()) = X0,

y un beneficio en el transcurso del tiempo estd representado
por la funcién I : X x U — R, es decir, en cada periodo de
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tiempo 7 se obtiene un beneficio I(x(¢),u(t)), 1o que se busca
es maximizar el minimo nivel de [ a lo largo del tiempo. Esto
lo escribimos como

def

V(to,x0) = min 1(x(r),u(?)),

su
P to<t<T

() u(-)

satisfacen (8)

donde V(1,-) : X — R serd la funci6én valor maximin aso-
ciada a la métrica /. Cuando el supremo en la definicién de
V(tp,x0) es alcanzado, entonces corresponde a un maximo
y esta funcién valor tiene asociada al menos una trayectoria
6ptima x*(-) junto a la trayectoria de controles o decisiones
6ptima u*(-). Si el conjunto de controles U C R™ es com-
pacto, la dindmica D : X x U — X es continua y la funcién
I: X x U — R es semicontinua superior, entonces se puede
demostrar que el supremo en la anterior definicion se alcanza,
por lo que podemos remplazarlo por un mdximo escribiendo

max
(x(-),u(-))

satisfacen (8)

V(t0,x0) & min I(x(t),u(t))  (9)

toSIST

El valor V (y, xo) tiene una interpretacién simple: es el ma-
ximo valor que se puede asegurar de la métrica I en todos los
periodos de tiempo (i.e., para todas las generaciones) a partir
del estado inicial x( del sistema. Esta métrica puede represen-
tar el nivel de un recurso natural, lo que se cosecha de este,
un beneficio econémico, o cualquier otra medida de interés
que se busque preservar a futuro.

Desde un punto de vista de la sostenibilidad, el objetivo
es equilibrar no una, sino que diversas métricas relaciona-
das con objetivos ecolégicos, econémicos y sociales dentro
de una perspectiva intergeneracional. Para abordar esto, es-
tudiaremos un problema maximin multiobjetivo, en donde
el problema de optimizacién maximin involucrard multiples
métricas Ii,...,I,. En términos matemdticos, este problema
lo formulamos como

méx ( min I; (x(t),u(t)),...,

() \0=I=T
satisfacen (8)

i (a0

(10)
La anterior formulacién corresponde a un problema de op-
timizaciéon multicriterio (o multiobjetivo), dado que la fun-
cién que se estd maximizando tiene mds de una componen-
te. En consecuencia, es necesario establecer qué se entien-
de por una solucién del problema de optimizacién (10) pues
generalmente, no existe una trayectoria (x(-),u(-)) que ma-
ximice todos los criterios objetivos min <;<7 1;(x(t),u(t));
j=1,...,p de manera simultdnea. Nuestro enfoque se cen-
trard en las soluciones Optimas en el sentido de Pareto, que
son soluciones que no pueden ser mejoradas en todos los cri-
terios sin deteriorar alguno de ellos Miettinen (1999). En tér-
minos matematicos, una trayectoria factible (x*(-),u*(-)) que

satisface (8) se dice que domina débilmente a otra trayectoria
factible (x(-),u(-))siV je{1,2,...,p}

s (+* * > . .
min 10" (1) (1) = min 1(x(0).0(0).

3j*€{1,2,...,p} tal que

{ % * * { %
in, 1 (x"(1),u" (1)) > o, 1; (x(2), u(t))
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Una trayectoria factible (x*(-),u*()) se denominard una
solucién fuerte del problema (10), en el sentido de Pareto, si
no existe otra trayectoria factible que la domine débilmente.
El conjunto de todas las soluciones fuertes lo denotaremos
por @y, (t,%0)-

El conjunto de valores de los criterios que se estdn optimi-
zando en (10) asociados a las soluciones fuertes, lo denota-
remos por ¥;,(y,xp) y corresponde a

def
%n(t()axo) é

{( min_ 1 (x* (1), u* (t)), ...

fo<t<T

, min Ip(x*(t),u*(t))) ‘

1o<t<T
(x*(-),u*(+)) € Ppu(to,x0)} CRP  (11)

Es decir, el conjunto ¥;,(t9,x0) C R? contiene los valores del
problema (10) que se alcanzan con soluciones fuertes.
Similar a los conceptos introducidos previamente, diremos
que una trayectoria factible (x*(-),u*(-)) que satisface (8),
domina fuertemente a otra trayectoria factible (x(-),u(-)) si

. = *
torgtlgTI](x (2),u*(2)) >

oo, Li(x(1), u(t))

vjie{l,2,....,p}. (12)
Una trayectoria (x*(-),u*(-)) se dird es una solucién débil
del problema (10) en el sentido de Pareto, si no existe otra
trayectoria factible que la domine fuertemente de acuerdo a
como se define en (12). De esta forma, el conjunto de solu-
ciones débiles lo denotaremos por <7, (tp,xo) y el conjunto
de los valores (multicriterio) asociados a las soluciones débi-

les corresponderd a

def
I (to.x0) S

{ <torgf2T11 (0 (1), (@), i, Ty (1) u*(t))) |

(x*(),u*(-)) € #, (to,x0)} CRP (13)

De estas definiciones, directamente se deducen las si-
guientes inclusiones

Ay (to,x0) C A (to,X0); Pm(t0,%0) C ¥ (10,%0),

enfatizando que la optimalidad fuerte de Pareto es mds
demandante que la optimalidad débil.

Observe que si se tiene un solo criterio (p = 1; I} = 1),
entonces ¥, (fo,x0) = ¥, (fo,X0) y estos conjuntos contienen
un solo valor, que coincidird con V (fy,x) definido en (9).

Siendo (10) un problema de optimizaciéon dindmico,
determinar los valores ptimos fuerte y débil en el sentido de
Pareto, entregados por los conjuntos ¥%;,(t0,x0) y ¥, (f0,%0),
presenta varios desafios y complejidades, pues se estd
optimizando sobre trayectorias (x(-),u(-)) que satisfacen (8).
A continuacién presentaremos una caracterizacién de estos
conjuntos, establecida como un problema de optimizacién
multicriterio estatico, es decir, que no involucra trayectorias,
caracterizaciones en las cuales intervendran el conjunto de
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umbrales sostenibles .7 (fp,xo) y el ndcleo de viabilidad
V7 (to,0) definidos por (5) y (4) respectivamente. Tales
representaciones permiten interpretar las soluciones del
problema maximin multicriterio (10), como un caso extremo
de viabilidad.

Las caracterizaciones establecen que los valores maximos
(débiles y fuertes) de Pareto del problema maximin (10),
asociados a un estado xg, corresponden a los valores ma-
ximos (en el sentido débil y fuerte de Pareto) del conjunto
de umbrales sostenibles (ver Definicion 2), que también
se pueden interpretar como los niveles maximos de las
restricciones del sistema (3) tal que el estado actual xy se
encuentre en el nicleo de viabilidad subyacente.

Proposicion 1 Para todo estado inicial xo € X, se tendrd
Vo (10,%0) =

P, (yT(m,xO)) — %({9 e R? | xo € Vr (1o, e)})

V(to,x0) =
t@(ﬂﬂm,x@) = 9({9 ER? | xp € VT(IOvG)}>

La demostracion de la anterior proposicion, puede encon-
trarse en Doyen y Gajardo (2020). Observe que las segundas
igualdades en cada linea, son una consecuencia directa de la
equivalencia (6), pues se tendra la igualdad

{6 eR? | xg € V7 (t0,0)} = S (to,x0).

El resultado de la Proposicién 1 puede interpretarse de la
siguiente forma. Sabemos que los umbrales 6 = (6y,...,6,)
son sostenibles desde el estado inicial xp si pertenecen al
conjunto .#7(tp,xp). Por lo tanto, los mdximos umbrales
sostenibles (i.e., la frontera de Pareto, débil o fuerte, del
conjunto .7 (tp,xo)) corresponden a los méaximos niveles de
las métricas, indicadores u observaciones I; que se pueden
sostener en el tiempo, al ser estos los valores Optimos del
problema maximin multicriterio (10). La Proposicién 1
significa también, que a partir de un estado xyp dado, no
se puede garantizar ningiin umbral mayor a los valores
6ptimos de Pareto dados por los conjuntos ¥, (t,x0,T) y
A//m(to,X(),T).

Aunque la interpretacion de esta proposicion es bastante
sencilla, tiene importantes consecuencias, pues establece que
los valores 6ptimos del problema maximin multicriterio (10)
pueden definirse en el marco de la la teorfa de la viabilidad,
utilizando un problema de optimizacién multicriterio sobre el
conjunto de umbrales sostenibles o sobre el niicleo de viabili-
dad. Aunque este método no es necesariamente mas sencillo
que el enfoque estdndar para resolver problemas maximin,
permite mostrar algunas propiedades ocultas de sus solucio-
nes. Siempre que la solucién de un problema de optimizacién
dado pueda formularse en términos de un niicleo de viabili-
dad, la solucién hereda las propiedades del niicleo. Dichas
propiedades incluyen una estructura de programacién dina-
mica que se utiliza para obtener aproximaciones numéricas
de los valores Optimos maximin multicriterio y también de
los umbrales sostenibles, como describimos mas adelante.
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Conjunto de nivel

En esta parte, estableceremos la relacion entre el con-
junto de umbrales sostenibles .7 (fp,x0) y un problema
de optimizaciéon maximin. La diferencia con la anterior
seccion, es que en esta ocasion el problema de optimizacién
a considerar serd monocriterio.

En primer lugar, para un estado inicial xo, una trayectoria
de estados y controles (x(-),u(+)) que satisface el sistema (8)
y un vector 8 = (0y,...,0,) € R, definimos la funcion

def

Ro(t0,x0,x(-),u(-))) = m’?fi’me{rﬁli“m

(Zj(x(1),u(t)) - ;)

Asociado a la anterior funcién, definimos el problema de op-

timizacién
W(0,1t0,x0) o max

(x(),u(-))

satisfacen (8)

Re(tO’x()’x(')vu('))a (14)

que consiste en maximizar, sobre todas las trayectorias
factibles del sistema sin restricciones (8), la funcién Ry.

El siguiente resultado establece una caracterizaciéon del
conjunto de umbrales sostenibles .7 (79, xo) en términos de
un conjunto de nivel de la funcién W (0,1, xo).

Proposicion 2 Para todo estado inicial xy € X se tendrd
Frt0.30) = {6 € R | W(0,10.10) > 0}

Ademds, un vector 0 € R? pertenecerd a la frontera dé-
bil de Pareto del conjunto S7(ty,xo), si y solamente si,
W (6,10,x0) = 0, es decir,

oc P, (yT(zo,x0)> & W(8,10,x0) =0

Este resultado, establecido en Gajardo y Hermosilla
(2021), entrega una herramienta para chequear si un vector
de umbrales 6 € R” es o no sostenible a partir del estado
inicial xp, que consistird en resolver el problema (14). Mas
aun, la Proposicién 2 nos entrega también una caracteriza-
cién de la frontera de Pareto débil de #7(fy,xp), como el
conjunto de nivel cero de la funcién W(-,zy,xo). Esto tiene
una considerable relevancia, dado que los vectores 6 en la
frontera de Pareto son los mejores (i.e., mdximos) umbrales
que se pueden sostener, de acuerdo con lo analizado en la
seccion anterior.

Por otro lado, gracias a la propiedad (7), bajo ciertas hi-
potesis no muy demandantes, como que el conjunto U C R™
donde se encuentran los controles sea compacto, que la di-
ndmica D : X x U — X sea continua, y las funciones /; :
X x U — R sean semicontinuas superiores y acotadas infe-
riormente, se tendrd que (ver Gajardo y Hermosilla (2021))
el conjunto .7 (19,xp) queda completamente determinado a
partir de sus fronteras de Pareto, mediante las igualdades

1 (t0,%0) = Py (yr(fo,xo)) -RY =2 (fr(to,XO)) —~RY
(15)

Las hipétesis mencionadas son bastante habituales en el
modelamiento de problemas de recursos naturales o, mas en
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general, en el modelamiento de problemas de sostenibilidad
De Lara y Doyen (2008). La compacidad del conjunto de
controles U simplemente representa las limitaciones que
generalmente los tomadores de decisiones suelen tener.
El que las funciones I; sean acotadas inferiormente, es
bastante natural si dichas métricas representan indicadores
biolégicos, ecoldgicos, econdmicos o sociales que no son
negativos. Una consecuencia de esta hipdtesis, es que el
conjunto de umbrales sostenibles nunca serd vacio. De
hecho, si 8 = (64,...,0 p) es un vector de cotas inferiores
de las funciones I;, entonces se obtiene inmediatamente
que 0 € 7 (to,x0) para cualquier condicidn inicial xy. Por
supuesto, si -7 (fo,xp) se reduce a {6} — R™, entonces
estamos en presencia del peor escenario para operar de
forma sostenible.

En consecuencia, poder calcular alguna de las fronteras
de Pareto del conjunto .7 (fo,Xo), es suficiente para deter-
minar el conjunto completo. El siguiente resultado, esta-
blecido en Gajardo y Hermosilla (2021), permitird identi-
ficar de una manera directa elementos en la frontera débil

gw (yT (to,xO)) .

Proposicion 3 Para un estado inicial xy € X y un vector 6 €
R?, si W(0,19,x0) < 0, es decir (ver la Proposicion 2) 0 ¢
1 (to,x0), entonces

p(0) 6+ W(6,10,%0)(1,....1) € 2, (yr(zo,xo)) (16)

Lo que este resultado nos estd indicando, es que si consi-
deramos un vector 6 € R” con coordenadas suficientemente
grandes de tal forma de que 6 ¢ .7 (1,x0), entonces, resol-
viendo el problema de optimizacién (14) para ese vector 9,
obtendremos un vector en la frontera débil de Pareto del con-
junto . (tp,xo), simplemente sumando en cada componente
de 6 el valor W(6,1y,xp). En otras palabras, desde fuera del
conjunto de umbrales sostenibles, estamos obteniendo pun-
tos de su frontera, como se ilustra en la Figura 4.

PRINCIPIO DE PROGRAMACION DINAMICA

A partir de la caracterizacidn obtenida en la seccién an-
terior, dada por las proposiciones 2 y 3 donde interviene un
problema de optimizacién de tipo maximin, a continuacién
expondremos un resultado, obtenido en Gajardo y Hermosi-
Ila (2021), que establece el principio de programacion diné-
mica para poder encontrar el valor W(6,1,xp) definido en
(14). Dicha estructura de programacion dindmica proviene
de la propiedad subyacente al niicleo de viabilidad en tiempo
discreto, como se detalla en De Lara y Doyen (2008). A par-
tir de dicho principio se podrd disefiar un esquema numérico
para calcular el conjunto de umbrales sostenibles .77 (1, xo).

Proposicién 4 Para todo vector 6 = (0y,...,60,) € R? la
Suncion valor W(6,-,-), definida en (14), satisface la ecua-
cion inversa de programacion dindmica

0,7,x)= mix min (I;(x,u)—6;
W(o,T.x) = mix min (I(x.u)=6;)
W(6,t,x) = méaxmin{W(6,7+1,D(x,u,w)),
ue

) }(Ij(x,u)—ej)} t=ty,...,T —1
P
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Figura 4: Ilustraciéon tomada de Gajardo y Hermosilla (2021), de
la Proposicién 3 mostrando cémo utilizarla para la construccién de
la frontera débil de Pareto a partir de vectores de umbrales 6,, 6, y
6. que no son sostenibles cuando p = 2 (i.e., dos restricciones). La

frontera débil de Pareto en este ejemplo se indica con la linea
punteada negra.

Lo que sefiala el anterior principio, es que si para un vector
0 € R” y un tiempo ¢ + 1 se conoce la funcién W(0,7+1,x),
para todo estado x € X, entonces resolviendo un problema
de optimizacién estdtico (no involucra trayectorias), se
puede obtener el valor de la funcién W(0,t,x). Por ello se
comienza resolviendo el problema desde el final (r = T)
hacia atrds. Cada uno de estos problemas es simple de
resolver, pues solo se estd optimizando sobre el conjunto
(compacto) de controles U en lugar de optimizar sobre un
conjunto de trayectorias. Sin embargo, para poder hacer lo
anterior, es necesario, en cada tiempo ¢, conocer el valor de
la funcién W (0,14 1,x) en todo estado x. Si bien el principio
de programacién dindmica es muy util para resolver pro-
blemas de optimizacién dindmicos, dividiéndolos en varios
sub-problemas estdticos, el inconveniente es que se nece-
sitan resolver muchos de estos subproblemas, nimero que
crece de manera exponencial respecto al periodo de tiempo
analizado T —fy y a la cantidad de variables de estado. Es
por ello que en la literatura se sefiala que la programacion
dindmica sufre la maldicion de la dimensionalidad, que
la transforma en un método eficaz solo cuando el sistema
considerado tiene pocas variables de estado.

De esta forma, dado un estado inicial xy en un tiempo ini-
cial 9, para un vector de umbrales 8 € R?, utilizando el es-
quema sefialado en la Proposicién 4 es posible determinar
el valor W(6,1,xp). Con este valor calculado, utilizando la
Proposicién 3, se obtiene de inmediato un elemento en la
frontera débil de Pareto del conjunto .7 (t,xo), utilizando
la propiedad (16). Repitiendo este procedimiento para varios
vectores 6, es posible estimar la frontera débil del conjunto
1 (t9,%0) y, por lo tanto, el conjunto completo (ver igualdad

(15)).
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OBSERVACIONES FINALES

En la gestion de recursos naturales, problemas de con-
servacion de la biodiversidad o cambio climético, hacer
operativas las definiciones de sostenibilidad es un desafio
mayor. Al respecto, el criterio maximin desempefia un
papel importante como el valor maximo de alguna cantidad
de interés que se puede sostener desde un punto de vista
intergeneracional - Asheim (2007); Cairns y Long (2006) -.
Por otro lado, son diversos los enfoques propuestos basados
en restricciones y umbrales para indicadores bioldgicos,
ecoldgicos, econémicos o sociales, que son vistos como
metas para alcanzar los objetivos de gestién sostenible.
Cuando las restricciones inducidas por umbrales deben
satisfacerse a lo largo del tiempo, estos problemas pueden
formularse en el marco matemdtico de la teoria de la viabili-
dad, como han propuesto numerosos autores en las dltimas
décadas - Oubraham y Zaccour (2018) -. El enfoque de esta
teorfa, ha sido principalmente el cédlculo o la estimacién
del niicleo de viabilidad, consistente en el conjunto de
estados iniciales del sistema a partir de los cuales es posible
satisfacer las restricciones prescritas a lo largo del tiempo.
En este articulo, hemos hecho una revision del enfoque
inverso, consistente en determinar los umbrales para los
que existe una trayectoria que satisface las restricciones
parametrizadas por dichos umbrales. Este nuevo concepto y
su cémputo proporcionan una herramienta para la gestién
y visualizacién de miltiples objetivos relacionados con la
sostenibilidad, permitiendo observar la (in)compatibilidad
de multiples objetivos y sus compensaciones.

Adicionalmente, en esta revisién se ha expuesto una
extension del enfoque maximin a un contexto multicriterio,
combinando el enfoque de control viable y de optimalidad
en el sentido de Pareto, mostrando los fuertes vinculos
existentes entre los problemas maximin y el enfoque de
la teoria de la viabilidad. En particular, se muestra cémo
los valores del problema maximin son soluciones de un
problema estatico de optimizacién multicriterio, que implica
al nicleo de viabilidad. En otras palabras, el maximin
emerge como un 6ptimo de viabilidad de Pareto. Este resul-
tado indica que las restricciones econdmicas, ecoldgicas o
sociales sostenibles y las compensaciones o sinergias entre
estas restricciones pueden identificarse a partir del nicleo
de viabilidad y, en particular, del conjunto de umbrales
sostenibles. Basdndose en la estructura de programacién
dindmica en la que se basa el nicleo de viabilidad, en este
documento se proporciona un resultado que permite disefiar
algoritmos para la identificacién y aproximacién de los
mdaximos de Pareto y, por tanto, de los umbrales sostenibles.

Los resultados expuestos confirman la pertinencia del
enfoque de la teoria de la viabilidad para abordar proble-
mas asociados a la sostenibilidad, considerando tanto la
equidad intergeneracional como los objetivos multicriterio
- Fleurbaey (2015); Doyen y Martinet (2012); Oubraham
y Zaccour (2018) -. En particular, la teorfa de la viabilidad
identifica las decisiones que satisfacen las restricciones de
sostenibilidad en el presente y mantienen la capacidad para
satisfacer estas restricciones en el futuro. Desde este punto
de vista, el enfoque de la viabilidad es coherente con la
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definicién de sostenibilidad de Brundtland - Brundtland
et al. (1987) -, que caracteriza el desarrollo sostenible como
un desarrollo "que satisface las necesidades del presente
sin comprometer la capacidad de las generaciones futuras
para satisfacer sus propias necesidades". Asi, nuestros
resultados aportan importantes aspectos metodoldgicos para
la operacionalizacion de la sostenibilidad - Baumgartner y
Quaas (2009); Neumayer (2010) -.

Concluimos este articulo mencionando que el enfoque
planteado bien puede ser extendido a sistemas controlados
bajo restricciones como (3), pero en tiempo continuo (ver
Barrios et al. (2018)). Las herramientas para poder determi-
nar el conjunto de umbrales sostenibles en dicho contexto,
son diferentes y las que se han establecido hasta ahora se
sustentan en los teoremas de comparacién de trayectorias
de un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por
otra parte, también se puede extender la nocién a sistemas
estocdsticos en tiempo discreto. La nocién de niicleo de
viabilidad en tal contexto existe en la literatura (ver Aubin
(1990); De Lara y Doyen (2008); Aubin et al. (2011)),
por lo que no es dificil extender la definicién de umbrales
sostenibles, al menos en dos sentidos: umbrales que se
pueden sostener en el tiempo con al menos un cierto nivel de
probabilidad, o que se puedan sostener ante cualquier evento
aleatorio futuro. Esta dltima opcién, da pie a la definicién de
umbrales sostenibles robustos, concepto definido y estudiado
recientemente en Gajardo et al. (2021).
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