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Politicas Editoriales

1. Caracter: la revista Modelamiento Matematico de Sistemas
Biol6gicos (MMSB) es una publicacion en linea, de acceso
abierto, universal, gratuita y sin restricciones de circulacion
de sus contenidos. MMSB busca ser reconocida por su cali-
dad de contenidos y rigurosidad en los procesos de edicion
y publicacion.

2. Misiéon: MMSB busca difundir trabajos originales e in-
éditos que incrementen el conocimiento y comprension de
sistemas bioldgicos a través del modelamiento matematico
como herramienta principal de andlisis. Las areas tematicas
incluidas en la revista son:

e Dinamica de Poblaciones

e Sustentabilidad

e Biodiversidad

e Epidemiologia

e Enfermedades no infecciosas

»  Biotecnologia

e Biomateriales

e Neurociencia

e Genética

»  Fisiologia

»  Biologia celular

»  Entre otros temas de origen bioldgico que puedan ser
modelados y estudiados matematicamente

3. Vision: MMSM promueve el acceso al conocimiento de
manera democraticay sin fines de lucro, por lo tanto la revista
no efectda cobros por publicacion a los autores ni cobros de
acceso a los lectores, tampoco restringe la libre circulaciéon
de sus articulos (sin embargo, siempre se debe referenciar
correctamente a la fuente).

Ademas, busca valorizar la investigacion cientifica produ-
cida en América Latina y el Caribe, ofreciendo una vitrina
para los trabajos de investigadores jovenes de la region, sin
perjuicio de que se trata de una publicacion disponible para
los investigadores de todo el mundo y de todas las edades.

4. Fecha y namero de publicaciones anuales: MMSB pu-
blicara tres niimeros regulares por cada volumen, en los
meses de: abril, agosto y diciembre de cada afio. También

podra publicar nimeros especiales dedicados a una tematica
especifica o vinculados a un evento cientifico determinado.

5. Alcance idiomatico: Espafiol-Inglés.

6.Politica de publicaciony acceso alos contenidos: MMSB
tiene una politica de acceso abierto, bajo el principio de dis-
ponibilidad gratuita, a los productos de investigacién para
el publico general.

Bajo la licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0
Internacional License.

7. Para los autores: se autoriza establecer copia en reposi-
torios institucionales o personales, de preprint o posprint,
siempre y cuando se cite la fuente o sitio institucional donde
han sido publicados originalmente.

8. Para los lectores: se autoriza la reproduccion total o
parcial de los textos aqui publicados siempre y cuando se
cite debidamente la autoria y fuente completa, asi como la
direccién electronica de la publicacion.

9. Las opiniones expresadas por los autores no necesaria-
mente reflejan la postura de la editorial, la revista o de la
Universidad Tecnologica Metropolitana (UTEM).

10. Codigo ético: 1a Revista adhiere al Codigo del Commitee
on Publication Ethics (COPE) para discutir y o sancionar toda
materia relativa a los aspectos de la ética de la publicacion.
Véase: COPE Principios de Transparencia y Mejores Practicas
en Publicaciones Académicas, disponible en: https://doi.
0rg/10.24318/cope.2019.1.13

11. Deteccion o prevencion del plagio: la Revista emplea
el sistema de deteccion de plagio de la Universidad (UTEM)
(véase https://www.urkund.com/es/), con motivo de salva-
guardar la pertinencia u originalidad de los contenidos que
se publicaran.



Editorial Policies

1. Character. The Journal of Mathematical Modeling of
Biological Systems (MMSM) is an official publication of the
Metropolitan Technological University, published through
Ediciones UTEM.

2. Mission. MMSB seeks to disseminate original and unpu-
blished works that increase the knowledge and understan-
ding of biological systems through mathematical modeling
as the main tool of analysis. The subject areas included in
the journal are:

e Population Dynamics

e Sustainability

e Biodiversity

e Epidemiology

e Non-infectious diseases

e Biotechnology

e Biomaterials

e Neuroscience

e Genetics

e Physiology

e Cell biolog

 Among other topics of biological origin that can be
modeled and studied mathematically.

3. Vision. MMSM promotes access to knowledge in a demo-
cratic and non-profit manner, therefore the journal does not
charge authors for publication or access charges for readers,
nor does it restrict the free circulation of its articles (however,
the source must always be correctly referenced).

In addition, it seeks to value the scientific research produced
in Latin America and the Caribbean, offering a showcase for
the work of young researchers in the region, without prejudice
to the fact thatitis a publication available to researchers from
all over the world and of all ages.

4. MMSB will publish an annual volume, with three issues
per volume, with a publication date in April, August and
December of each year.

MMSB will also publish special volumes that can be dedicated
to a specific topic or linked to a scientific event.

5. Language scope: Spanish-English.

6. Publication policy and access to content. MMSB has an
open access policy, under the principle of free availability, to
research products for the general public.

Under the Creative Commons Attribution 4.0 International
License.

7. For authors. it is authorized to establish a copy in institu-
tional or personal repositories, preprint or postprint, as long
as the source or institutional site where they were originally
published is cited.

8. For readers. the total or partial reproduction of the texts
published here is authorized as long as the authorship and
full source are duly cited, as well as the electronic address
of the publication.

9. The opinions expressed by the authors do not necessa-
rily reflect the position of the publisher, the journal or the
Universidad Tecnoldgica Metropolitana (UTEM).

10. Code of Ethics. the Journal adheres to the Code of the
Committee on Publication Ethics (COPE) to discuss and or
sanction all matters related to ethical aspects of the pu-
blication. See: COPE Principles of Transparency and Best
Practices in Academic Publications, available at: https://doi.
0rg/10.24318/cope.2019.1.13

11. Code of Ethics. Detection or prevention of plagiarism.
MMSB uses the University’s plagiarism detection system
(UTEM) (see https://www.urkund.com/es/), in order to
safeguard the relevance or originality of the content to be
published.



Editorial

El modelamiento matematico, como herramienta relevante
en la comprension de la realidad, juega un rol clave en el
avance del conocimiento cientifico de los sistemas naturales
y sociales. La creciente complejidad de los fenémenos abor-
dados requiere niveles, cada vez mayores, de colaboracion e
interdisciplina. El gran universo que representa la biologia,
en sus multiples facetas, es un claro ejemplo del fructifero
didlogo entre matematica y ciencias naturales. Las tltimas
décadas han visto acrecentar el interés de los matematicos
en problematicas biolégicas y, asimismo, de los bidlogos en
entender y aplicar herramientas matematicas sofisticadas en
sus propios estudios. Nuestra region latinoamericana no es la
excepcion, y una importante comunidad de biomatematicos
se da cita regularmente en los mdltiples eventos organizados
en los paises del continente.

En este contexto el Grupo de Investigacion MatBio-UTEM,
perteneciente al Departamento de Matematica de la Uni-
versidad Tecnologica Metropolitana, de Santiago de Chile,
ha ido recorriendo un camino como polo de investigacion,
formacion y difusion de la biomatematica. La revista, que
se inaugura con este nimero, es parte de este proceso con
un fuerte sentido colaborativo, interdisciplinar y regional.
Esperamos que la Revista de Modelamiento Matematico
de Sistemas Bioldgicos -MMSB- sea una vitrina y punto
de encuentro que ayude a fortalecer mas ain estos lazos.
Aspiramos a que MMSB se transforme en un refrente para
los cientificos, de cualquier pais, interesados en la relacion
entre matematica y biologia.

Esta propuesta editorial tiene un férreo compromiso con la
circulacion abierta y democratica del conocimiento. Cree-
mos que la produccion cientifica debe ser patrimonio de la
humanidad, donde todos y todas tengan acceso libre a los
avances de la ciencia.

Estaincitativa es el fruto del esfuerzo desinteresado de un gran
namero de personas que han colaborado en su concrecion;
el grupo de investigadores de MatBio-UTEM, los integrantes
del Comité Editorial, con presencia de colegas de diversas
universidades de Chile y América Latina, los autores que tan
generosamente nos han regalado sus articulos para este pri-
mer nimeroy el equipo de profesionales de Ediciones UTEM
que han dado el soporte técnico y logistico para la puesta en
marcha de MMSB; a todos, mis mayores agradecimientos.

Dr. Ricardo Castro Santis
Editor Jefe
Modelamiento Matemadtico de Sistemas Bioldgicos



Editorial

Mathematical modeling, as a relevant tool in understanding
reality, plays a key role in advancing scientific knowledge of
natural and social systems. The increasing complexity of
the phenomena addressed requires ever-increasing levels
of collaboration and interdiscipline. The grand universe that
biology represents, in its many facets, is a clear example of
the meaninful dialogue between mathematics and natural
sciences. In the last decades the interest of mathematicians in
biological problems has increased and similarly, of biologists
in understanding and applying sophisticated mathematical
tools in their own studies. Our Latin American region is no
exception, and an important community of biomathema-
ticians regularly attends the many events organized in the
countries of the continent.

In this context, the MatBio-UTEM Research Group, belonging
to the Department of Mathematics of the Metropolitan Tech-
nological University of Santiago de Chile, has been opening
animportant path as a training, dissemination and research
biomathematics center. The journal, which opens with this
issue, is part of this process with a strong collaborative, inter-
disciplinary and regional sense. We hope that the Journal of
Mathematical Modeling of Biological Systems —MMSB- will
be a showcase and meeting point that will help to further
strengthen these ties. We hope for MMSB to become a ben-
chmark for scientists, from any country, interested in the
relationship between mathematics and biology.

This editorial proposal has a strong commitment to the open
and democratic circulation of knowledge. We believe that
scientific production should be the heritage of humanity,
where everyone has free access to the advances of science.

This initiative is the result of the selfless effort of a large
number of people who have collaborated in its realization;
the group of researchers from MatBio-UTEM, the members of
the Editorial Committee, with the presence of colleagues from
various universities in Chile and Latin America, the authors
who have so generously given us their articles for this first
issue, and the team of professionals from Ediciones UTEM
who have provided technical and logistical support for the
start-up of MMSB; to all, my sincere gratitude.

Ph.D. Ricardo Castro Santis
Editor in chief
Mathematical Modeling of Biological Systems
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MATHEMATICAL MODELLING OF OUR SENSE OF SMELL CARLOS CONCA

An Inverse Problem in the Mathematical
Modelling of our Sense of Smell

Un problema inverso en el modelamiento
matematico de nuestro sentido del olfato

Carlos Conca!

! Departamento de Ingenieria Matemdtica , Centro de Modelamiento Matemdtico UMR 2071 CNRS-UChile, and Centro de Biotecnologia
y Bioingenieria, Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas, Universidad de Chile, Santiago (CHILE)

Reception date of the manuscript: 26/07/2021
Acceptance date of the manuscript: 02/08/2021

Publication date: 31/08/2021

Abstract—The first step in our sensing of smell is the conversion of chemical odorants into electrical signals. This happens when odorants
stimulate ion channels along cilia, which are long thin cylindrical structures in our olfactory system. Determining how the ion channels
are distributed along the length of a cilium is beyond current experimental methods. Here we describe how this can be approached as a
mathematical inverse problem. Precisely, two integral equations based mathematical models are studied for the inverse problem of deter-
mining the distribution of ion channels in cilia of olfactory neurons from experimental data. The Mellin transform allows us to write an
explicit formula for their solutions. Proving observability and continuity inequalities for the second integral equation is then a question of
estimating the Mellin transform of the kernel on vertical lines. For the first integral model, an identifiability and a non observability (in
some weighted L2 spaces) results are proven.

Keywords—Inverse problem, integral equation, ill-posed problem, Mellin transform

Resumen— El primer paso en nuestra percepcion del olfato es la conversién de olores quimicos en sefiales eléctricas. Esto sucede cuando
los olores estimulan los canales i6nicos a lo largo de los cilios olfatorios, estructuras cilindricas largas y delgadas en el sistema olfativo.
Determinar cémo se distribuyen estos canales idnicos a lo largo de un cilio supera los métodos experimentales actuales. Aqui describimos
c6mo es posible abordar esta pregunta como un problema matemadtico inverso. Precisamente, se estudian dos modelos basados en ecuaciones
integrales para el problema inverso de determinar la distribucion de los canales i6nicos en los cilios de las neuronas olfativas, a partir de datos
experimentales. La transformada de Mellin nos permite escribir una férmula explicita para sus soluciones. Demostrar las desigualdades de
observabilidad y continuidad para la segunda ecuacién integral resulta asi equivalente a estimar el niicleo de la transformada de Mellin de
la solucién en lineas verticales. Para el primer modelo integral, se prueban resultados de identificabilidad y de no observabilidad (en ciertos
espacios de tipo L2 con peso).

Palabras clave— Problema inverso, ecuacion integral, problema mal puesto, transformada de Mellin

INTRODUCTION processes that generates the electric current that travels to

the brain. See Fig. 1.

he first step in sensing smell is the transduction (or

conversion) of chemical information into an electrical
signal that goes to the brain. Pheromones and odorants,
which are small molecules with the chemical characteristics
of an odor are found all throughout our environment. The
olfactory system (part of the sensory system we use to smell)
performs the task of receiving these odorant molecules
in the nasal mucosa, and triggering the physical-chemical

What happens next is a mystery. Intuition tells us that
the electrical wave generated gives rise to an emotion in
the brain, which in turn affects our behavior. Of course, the
workings of our other four senses is similarly a mystery. And
so, we quickly come to perhaps one of the most fundamental
questions in neurosciences for the future: How does our
consciousness processes external stimuli once reduced
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Figure 1: Odorants reaching the nasal mucus (left) &
Structure of an olfactory receptor neuron (right)

to electro-chemical waves and, over time, how does this
mechanism lead us to become who we are?

How can we approach this problem with mathematics? Fa-
ced with these reflections, applied mathematicians take ti-
me to stop and wonder if it is possible to provide such far-
reaching phenomena with a mathematical representation that
allows us to understand and act. Biology is synonymous with
“function”, so the study of biological systems should start
by understanding the corresponding underlying physiology.
Consequently, to obtain a proper mathematical representa-
tion of the transduction of an odor into an electrical signal,
and before any mathematical intervention, we must first de-
tect which atomic populations are involved in the process and
identify their respective functions.

Transduction of olfactory signals

The molecular machinery that carries out this work is in
the olfactory cilia. Cilia are long, thin cylindrical structures
that extend from an olfactory receptor neuron into the nasal
mucus (Fig. 1).

The transduction of an odor begins with pheromones bin-
ding to specific receptors on the external membrane of cilia.
When an odorant molecule binds to an olfactory receptor
on a cilium membrane, it successively activates an enzyme,
which increases the levels of a ligand or chemical messenger
named cyclic adenosine monophosphate (cAMP) within the
cilia. As a result of this, cAMP molecules diffuse through
the interior of the cilia. Some of the cAMP molecules binds
to cyclic nucleotide-gated (CNG) ion channels, causing
them to open. This allows an influx of positively charged
ions into the cilium (mostly Ca>* and Na'), which causes
the neuron to depolarize, generating an excitatory response.
This response is characterized by a voltage difference on one
side and another of the membrane, which in turn initiates
the electrical current. This is the overall process that human
beings share with all mammals and reptiles to smell and
differentiate odors.

Experimental techniques for isolating a single cilium
(from a grass frog) were developed by biochemist and
neuroscientist Steven J. Kleene and his research team at the
University of Cincinnati in the early 1990s [Kleene (1993);
Kleene and Gesteland (1991)]. One olfactory cilium of a
receptor neuron is detached at its base and stretched tight
into a recording pipette. The cilium is immersed in a bath of

REVISTA
MMSB

a chemical known as cAMP (by its chemical initials). This
substance diffuses through the interior of the cilium, opening
the so-called GNC channels as it advances, and generating a
transmembrane electrical current. The intensity of the total
current is recorded.

Although the properties of a single channel have been able
to be described using these experimental techniques, the dis-
tribution of these channels along the cilia still remains unk-
nown, and may well turn out to be crucial in determining the
kinetics of the neuronal response. Ionic channels, in parti-
cular, CNG channels are called “micro-domains” in bioche-
mistry, because of their practically imperceptible size. This
makes their experimental description using the current tech-
nology very difficult.

Olfactory transduction via inverse modelling

Given the experimental and numerical difficulties, there is
a clear opportunity for fundamental mathematics to inform
biology. Determining ion channels distribution along the
length of a cilium using measurements from experimental
data on transmembrane current is usually categorized in
physics and mathematics as an inverse problem. Around
2006, a multidisciplinary team (which brought together
mathematicians with biochemists and neuroscientists, as
well as a chemical engineer) developed and published a
first mathematical model [French et al. (2006)] to simulate
Kleene’s experiments. The distribution of CNG channels
along the cilium appears in it as the main unknown of a
nonlinear integral equation model.

This model gave rise to a simple numerical method for
obtaining estimates of the spatial distribution of CNG ion
channels. However, specific computations revealed that
the mathematical problem is poorly conditioned. This is
a general difficulty in inverse models, where the corres-
ponding mathematical problem is usually ill-posed (in the
sense of Hadamard, which requires the problem to have a
solution that exists, is unique, and whose behavior changes
continuously with the initial conditions), or else it is unstable
with respect to the data. As a consequence, its numerical
resolution often results in ill-conditioned approximations.

The essential nonlinearity in the previous model arises
from the binding of the channel activating ligand (cAMP mo-
lecules) to the CNG ion channels as the ligand diffuses along
the cilium. In 2007, D. A. French and C. W. Groetsch intro-
duced a simplified model, in which the binding mechanism
is neglected, leading to a linear Fredholm integral equation
of the first kind with a diffusive kernel. The inverse mathe-
matical problem consists of determining a density function,
say p = p(x) > 0 (representing the distribution of CNG chan-
nels), from measurements in time of the transmembrane elec-
trical current, denoted Iy[p]. This mathematical equation for
p is the following integral equation: for all # > 0,

L
lpl(r) = | ple) Plerx)) n

where [P is known as the Hill function of exponent n > 0 (see



MATHEMATICAL MODELLING OF OUR SENSE OF SMELL

11 P(w)

0.6 A

0.2 A

0 T T T T T T >
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figure 2: The Hill function P

Fig. 2). It is defined by:

W}’l

Yw >0 =—.
w =0, W”+K{l/2

P(w)

In this definition, the exponent 7 is an experimentally deter-
mined parameter and Kj /, > 0 is a constant which represents
the half-bulk (i.e., the ligand concentration for which half
the binding sites are occupied); typical values for n in hu-
mans are n ~ 2. Besides, in the linear integral equation abo-
ve, ¢(t,x) denotes the concentration of cAMP that diffuses
along the cilium with a diffusivity constant that we denote as
D; L denotes the length of the cilium, which for simplicity is
assumed to be one-dimensional. Here, by concentration we
mean the molar concentration, i.e., the amount of solute in
the solvent in a unit volume; it is a nonnegative real number.

Hill-type functions are extensively used in biochemistry to
model the fraction of ligand bound to a macromolecule as a
function of the ligand concentration and, hence, the quantity
P(c(t,x)) models the probability of the opening of a CNG
channel as a function of the cAMP concentration. The dif-
fusion equation for the concentration of cAMP can be expli-
citly solved if the length of the cilium L is supposed to be
infinite. It is given by:

X
c(t,x) = cperfc
( ) ) 0 < 2 \/]?t) 9
where cg > 0 is the maintained concentration of cAMP with
which the pipette comes into contact at the open end (x = 0)
of the cilium (while x = L is the closed end). Here, erfc is the
standard complementary Gauss error function,

fo(x) = 1 — / -2 4z
erfc(x) :=1—— [ e .

VT Jo
Accordingly, it is straightforward to check that ¢ is decrea-
sing in both its variables and that it remains bounded for all
(2,x), 0 < c(t,x) < co.

Despite its elegance (by virtue of the simplicity of its for-
mulation), this new model does not overcome the difficulties
encountered in its non-linear version. In fact the mathema-
tical inverse problem associated to model (1) can be shown
to be ill-posed. More precisely, since IP(c(,x)) is a smooth

CARLOS CONCA

mapping, the operator p — Iy[p] is compact from L?(0,L) to
LP(0,T) forevery L,T >0, 1 < p < oo. Thus, even if the ope-
rator Iy were injective, its inverse would not be continuous
because, if so, then the identity map in L?(0,L) would be
compact, which is known to be false.

Non-diffusive kernels

This last result certainly has a more general character.
In fact, it is clear from its proof that any model based on a
first-order integral equation with a diffusive smooth kernel
necessarily results in the problem of recovering the density
from measurements of the electrical current being ill-posed.

An initial, natural approach to tackling this anomaly
in model (1) was developed in Conca et al. (2014). This
exploited the fact that the Hill function converges point-wise
to a single step function as the exponent n goes to oo,
the strategy was to approximate P using a multiple step
function.

Based on different assumptions of the spaces where the
unknown p is sought, theoretical results of identifiability, sta-
bility and reconstruction were obtained for the corresponding
inverse problem. However, numerical methods for generating
estimates of the spatial distribution of ion channels revea-
led that this class of models is not satisfactory for practical
purposes. The only feasible estimates for p are obtained for
multiple step functions that are very close to a single-step
function or, equivalently, for Hill functions with very large
exponents, which imply the use of unrealistic models.

Another way to overcome the ill-posedness of the inverse
problem in (1) consists of replacing the kernel of the integral
equation with a non-smooth variant of the Hill function.

Specifically, let a € (0,co| be a given real parameter. A dis-
continuous version of IP is obtained by forcing a saturation
state for concentrations higher than a. By doing so, one is led
to introduce the following disruptive variant of IP (shown in
Fig. 3):

H(C) = IP(C) lcéa + ]la<c<coa

where 1; denotes the characteristic function of the interval J.
The mathematical problem that recovers p from the electrical
current data is therefore modelled by

WPl = [ W HE D @

where c(t,x) is still defined as before. The introduction of
this disruptive Hill function can be understood mathemati-
cally as follows: as ¢ — oo, the factor x/ /Dt in the comple-
mentary error function defining the concentration tends to 0,
and consequently c(¢,x) tends pointwise to co. An inverse
mathematical problem and a direct problem are associated
with both models (1) and (2). In the first, the electric current
is measured and the unknown is the density p of ion chan-
nels, while in the direct problem the opposite is true. Since
these are Fredholm equations of the first type, it is natural to
tackle them using convolution. Once the variable p has been
extended to [0,c0) by zero, the Mellin transform is revealed
as being the most appropriate tool for carrying out this task
(see the overview section “Mellin transform” in Appendix).
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Figure 3: A disruptive variant of IP (a = 0,157)

A GENERAL CONVOLUTION EQUATION

The Mellin transform is the appropriate tool to study mo-
del (2). It allows to reduce it in a convolution equation of
the Mellin type. To do so, the key observation is the fact that

H(c(#,x)) can be written in terms of % Indeed, defining G

as a>@%HGW“<%%J)7

fp( )G ( ") dx. Thus, by extending p by

o), and rescahng time 7 in 72, we obtain

we have I, [p](r) =

zero to [0,

Lpl(®) = [ w6 (3) S = () <6

which is a convolution equation in xp (x).
Taking Mellin transform on both sides and using its ope-
rational properties, we formally obtain

%///II p](s/2) = A Gs) M p(s+1)
or equivalently,
,//p(s+1)=;//%((ss)/2). 3)

A priori estimates

Seeking continuity and observability inequalities for mo-
del (2) is then reduced to find lower and upper bounds for
#G(-) in suitable weighted Lebesgue’s spaces!. Doing so,
one obtains

Theorem 1 (A priori estimates) Lerk € NU{0} andre R
be arbitrary. Assume that the Mellin transforms of p and
11[p] satisfy (3), then

CHipllz <1 mlp)®l: < Clllple.
2%t 153
where
(def) .
Ci =" V2inf i g |(5),#GG)]
(def) s
Ci = ﬁSUPse%HRKi)k‘%G(M’

I Details on the notation used for theses spaces are found in the Appendix
on the Mellin transform.
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and L = LP ([0,00),x9) stands for the Lebesgue space with
the weight x4, p > 1,q € RR.

Remark 1 It is worth noting that Céf, Ck could a priori range
from 0 to +oo.

Proof. Using the properties of the Mellin transform in equa-
tion (3), it follows that

(s —k)x A1p](s —k) =
=2(s— k) AG(2(s—k)) A p(2s —

Thanks to Parseval-Plancherel’s isomorphism, for every s in
g+ilR, we have

K)+1) “)

|aen®], =
(127r) H(*IY‘(S*k)k///I[p](S*k) L(ghR)
WH e AGR2As =) AP Qs =)+ D],
I e
B S P

As . is an isometry from L%(2(¢—k)+1+iR) on

L3(, 141 (see Theorem 8 in the Appendix),

[ p(s+ Dll20g-)+im) = 120 22(g—k)+14iw)
=V2zlpl2

(g—R)+1
Thanks to (5), (6) and the definitions of Clk ,C,’j, we get
k < H (k) ck
il <[ a@wn®], <chiel

2ql

Taking r = 4(q — k) + 1, that is ¢ = k+
result.

L provides the

OBSERVABILITY OF CNG CHANNELS

The a priori estimates in the theorem above also allow to
determine a unique distribution of ion channels along the
length of a cilium from measurements in time of the trans-
membrane electric current.

Theorem 2 (Existence and uniqueness of p) Leta > 0and
r <1 be given. IfI, € Lz([O,oo),t%), I e Lz([O,w),tz"'%)
and a is small enough, then there exists a unique p €
L?([0,00),x") which satisfies the following stability condi-
tion:

I .
il 2 222 *

1 r— 2 p )
where C > 0 depends only on a and r.

Proof. The proof is based on the following technical lemmas
and its corollaries :
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Lemma 1 Let A and B be two elements of [0,9], k € U{O}N
be a nonnegative integer and f a function such that f isin
L} (A,B) for every j=0,... k. For every real number t, we

have
/f )x dox = [x’“f( >(x)x”r—|—

A

—1>kQH /A 0 () d,

-1

where Qj = Qj(t) = (

Proof. We use inductionon k € N. Fork=0, since Q_; =1,
there is nothing to prove. We assume that the formula is true
for an integer k € N. As (k+ 1 +ir)Qr = Qy_1, it remains to
prove that

(k+1+it)/ABxkf(k

Lo(l+1+i))

) (x)x dx = {karlf(k) (x)xizr _

A

/ D ()4

As %xi’ = %xi’ , the previous relation follows by integration
by parts. Indeed, we have

B . B .
it/A xkf(k)(x)x”dx /A xk+1f(k)(x)(x’t)'dx =
zpﬂvwwﬂﬁ - w+n/?ﬂmmﬂw—

/ D ()40
Corollary 1 Let f: [A,B] — R with A,B € [0,0| be a pie-

cewise C' function. If f is non-negative, f' is non-positive,
fE€LYA,B),f € LY(A,B) and forallt € R: [xf(x)x"]E =0,

then
B , B
/fmﬂﬁg/fmm
A A

Proof. From Lemma 1 with £ = 1 one obtains

V1412

Vie R, (l+ir) /ABf(x)x”dx = —/ABxf/(x)x” dx.

AsA,B>0and f’ <0, using this previous identity twice, for
t # 0 and for t = 0, we get

V1+ie?

./ff(x)x”dx’ <([XB xf' (%) dle/ff(x)dx.

Lemma 2 Letn,K >0,qg € Rand f = -S4 There exists

erfc"+K*
x4 > 0 such that the function g, : x € [xg,%0) > f(x)x7 1 is
decreasing. Let g = infE, where E; = {c¢ >0 g, (x) <0Vx >
c}. The function q — q is increasing and g = (61/(211))1/2 +
0(q'?) as g — .

Proof. As f > 0, the inequality g (x) < 0 is equivalent to

/
-1
f'(x) < 4 ™
f(x) x
Let us compute ]} To do so, let u = erfc", so that f = 2%.
We have
W K erfc K
== ®)
f uu+kK erfc u+K

CARLOS CONCA

Since erfc’(x) = —27~1/2e=*, for x large enough, erfc(x) =

ﬂ_l/zx_le_xz +o0 (X_le_xz) ,and so
fl(x)  erfc/(x) B
70 Verfex) (I+0(1)) = —2nx+o(x) 9

This asymptotic expansion proves that the inequality (7) is
satisfied for large enough values of x. As a consequence, for
every g in IR, the set E, is not empty, which justifies the
definition of . Note that the definition of ¢ implies g; (g) =0,

and hence, thanks to (7), r@ ?D = —q;q]
real numbers. In order to show that ¢ < ¢1, it is enough to

prove that g/ (g2) > 0. This holds true because

. Let g1 > ¢» be two

g,,1 (@2) =@ (f (@)@ + f(@2) (g1 — 1)) =
@)@+ (@) (g2 —1)) = @1 g, (42) = 0.

To find an expansion for g, let us recall the following classical
lower bound on erfc(x) for x > 0,
1 1

- < gl 2
rr o2y St el )erfe(x).

As the function u = erfc" takes its values in (0, 1], ; ”K <
u’fK n. Consequently, the identities (8) yield
f'(x)
—n(x+(2+2)12) < (10)
f(x)
~1 .
Let ¢ > 1 and set x, = TP /2(qn+q71)1 7. The inequa-

lity —qx;l < —n(x+(x+2)1/2) is equivalent to
x(x+ (% + 2)l/ ) < %. A simple computation shows
that this inequality is satisfied for x = x, (and becomes
and equality). Thanks to (10), we conclude that x, satisfies
f l(xq>

Ttxg) 2 «
by (7). This last inequality implies that g tends to —+oc as ¢
tends to +oo. Finally, from (9), we get the asymptotic for ¢,

qg—1

namely
f@ _ q=1
f@ aq

This completes the proof of Lemma 2.

—%, which leads to g > x,, by definition of g and

—2nG+0(q) =

Proof of Theorem 2

We are now in a position to conclude the proof of Theo-
rem 2. To do so, we begin by introducing

f
J(x) 1ef H(cperfe(x)) = f(x) Ixsa + Lo<x<as

erfc(x)"
erfe(x)" +ca“K‘11/2 ’
culation shows that G and J, and their corresponding Mellin
transforms are related as follows

where f(x) = a = erfc™! (%) A brief cal-

1 MI(—S5)
Gx)=J , MG(s) = ———= 11
W=7 (575 ) w6 == an
Thus, in terms of J, the equation (3) becomes

(S)
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From the estimate for erfc at 4o, given in the proof of Lem-
ma 2, the function J; is in L,i for every k > —1. Thus .ZJ;
is holomorphic on the right half-plane, see Proposition 1 in
Appendix. Using Lemma 3.2 in [Bourgeron et al. (2018)] on
the vertical line % + iR with % > 0, one deduces that
bounds for .#J(—s) amount to estimate |s.#J(s)| from abo-
ve or from below, on the vertical lines g+ iR, for g > 0. The
Mellin transform of J at s = g+ it is given by

a oo
///J(s):/xsfldx—&—cﬁ flo)xtdx =
0 a

S oo .
=—+¢j Fx)x4 1k dx.
s

o

Forany a > 0,4 >0 and s € g+iIR we have
ol oo 1
a5 < % [ pear
o

which is finite. Let ¢ > 0. According to Lemma 2 the function
x> f(x)x9! is decreasing for x > xo. Let a < coerfc(xq) so
that & = erfc™! (a/co) > xo. Let g(x) = f(x)x4~ ' 1,>¢. For
everyt € R, [ Flx)x ]:) =0 because f vanishes for x < @ and
xo < o, and g(x) = e A e P +o0 yonta—1p—nd )
Then Corollary 1 can be applied to the function g, with A =
a,B = +oo, for s € g+ilIR, to give

|S| - s—1
m\/Hﬂ/af(x)x dx’

< aq+c8méx(l7q)/ FO0x9 dx < oo,
[0

|57 (s)| < o] + ¢

Is|
+12
small values of a, the first term dominates the second one.
The same calculation as above leads to

because

€ [q,1]U[l,q], either ¢ < 1 or g > 1. For

s (s)] > @ — cméax(1,q) / " Flox .
o

This latter expression is equivalent to o as « tends to +oo,
so it is positive for large values of «. This finishes the proof
of Theorem 2.

UNSTABLE IDENTIFIABILITY, NON EXISTEN-
CE OF OBSERVABILITY INEQUALITIES

Since the French-Groetsch model is also a Fredholm inte-
gral equation of the first kind, it is natural to apply a Mellin
transform here too. This leads to interesting results: neither
an observability inequality nor a proper numerical algorithm
for recovering p can be established. However, a kind of iden-
tifiability result holds whenever the current is measured over
an open time interval (see Theorem 4 below).

Defining G as

G(z) =P (coerfc ( 2\/1]3z)) ,

and rescaling time ¢ in 2, we obtain a convolution equation
very similar to (3):

A1[p)(5/2) 03

Mp(s+1) = % ir

REVISTA
MMSB

A close study of the transform of (N?(s) allows us to establish
the following two theorems, which provide information
about the behavior of the inverse problem associated with
model (1). The proof of Theorems 3 and 4 below requires to
extend Mellin transform to functions in the Schwartz space
and to prove that the Mellin transforms of such smooth and
rapidly decreasing functions decay faster than polynomials
on vertical lines.

The starting point to do this is the following

Definition 1 Let .7 [0,0) be the Schwartz space of functions
finC=([0,00), C) which satisfy

VieN,keN lim fY(x)x* =0.

xX—>o0
If f is a function in . (IR), then f 1,50 is in .7[0,00) (the
converse is also true thanks to Borel’s lemma).

Lemma 3 If f € .7[0,), then its Mellin transform . f is
holomorphic on the right half-plane, and ¥q > 0 Vk € N there
exists C > 0 such that

| f(q+it)| < vVt € R.

C
(1+12)k/2
Proof. Let f € .7[0,00), ¢ > 0. By the definition of .7[0, ),
for every I in N and k > —1 the function x — x* ) (x) is in
L!. Proposition 1 in the Appendix implies that . f is ho-
lomorphic on the right half-plane, and hence Lemma 1 with
g(x) = f(x)x9~! yields

o

ME(g+it) = [ fl)xd ¥ dx =

S—

0

k_l . . . . oo
Y (1050 [x+1g0] "+
=0

(=1 (1) /0 " g ()t d,

where Q;(r) = (ﬁ(l+l+it)>1.

1=0
The proof of this Lemma will be finished if we show that
the terms between brackets vanish and that the last integral is
finite.

Let [,k € N. By the Leibniz rule, we have

Yo=Y (4) 7 e =

=0\

k k . )
— 1) FE=D) () g2t —1-d
jzo(j)m 1789 (2) g1

For [ = k+1 and for x = 0 this expression vanishes because
F%=(0) is finite and g4k —J > q>0. As x tends to +oo the
expression tends to 0 as /) (x) x4*%~/ — 0. For [ = k this

expression shows that the integral [5°x* ‘ g® (x)’ dx is finite

because for every j € {0,...,k}, since x — x9~ 17 fU) (x) is
inL! because g — 1+ j > g—1 > —1. Thus,

C Yo 1
A+ 2 '\ e)pr)

This completes the proof of Lemma 3.

| A f(q+it)| <C|Qx—1(t)] =
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Theorem 3 (Identifiability & Non observability) Let r <
1 be fixed. Then

» There exists C > 0 such that, for every p in L2, we have

1Tolplllz, <Cllpllz-

a
= For every non-negative integer k there exists no constant
Ci > 0 such that the observability inequality:

1Zolp)™ | z CGellpllez,

L2(0) T
holds for every function p € L*([0,e0),x").

Remark 2 Note that the above result shows that Iy €
ZL(L2;12.,), and that if the inverse problem were identifica-
=

ble (i.e, In were injective), then I L could not be continuous.

Let us now observe that the model (1) can be seen as a
particular choice of the parameter a in model (2), precisely,
taking a = cp, model (2) becomes (1). In this case, let us
denote by Jj the function J, that is,

(def) erfc(x)"
J =P f =
o) (coerfe(x)) erfc(x)" + c(;“K‘ll/2

x=>0-

Proof of Theorem 3. It is based on showing that .ZJy
decays faster than polynomially on vertical lines, and this
on the fact that Jy belongs to some Schwartz space. For the
proof that Jy belongs to .7[0,00), the reader is referred to
Bourgeron et al. (2018) [Lemma 4.10].

As in the proof of Lemma 3.2 in the reference just quoted,
thanks to (5), (6), the inequalities:

|wen®@||,  =clols, (14)
2153
and
96 M2 pCH Dl >

> CH///p(ZS—l— I)HLZ(%HR)

are equivalent (up to some explicit constants depending on
q,k). Furthermore, the same equivalence is true changing all
> signs to < signs. Thus, Lemmas 3 implies that |.#Jy| is
bounded from above on 17 +iIR so that (15), with < instead
of >, holds, which concludes the proof of the first statement.

To prove the second statement, let us assume by absurd
that there exists a constant C > 0 such that the inequality
(15) holds for every p € L%. Let sg € % +iRand 6 > 0. As
the map L? > p — #p(2s+1) € L? (51 +iTR) is onto (in
fact it is an isometry up to a multiplicative constant), we can
find p € L7 such that ./ p(2s+1) = L ;s 5)(s). For this
choice of p, (15) is localized in the following sense

L =29 (o a5 > €
— —2s s s> C.
26 So—is 0 k

Thanks to Lemmas 3, and Lemma 4.10 in the reference quo-
ted before, Jy belongs to LS for every ¢ > —1, and hence,

CARLOS CONCA

MJy € L2(G+iR) for ¢ > 0 (cf. Theorem 8). In particular,
| Jo(=25)|* |(s)e|* is in L. so, letting § — 0, the Lebes-
gue differentiation theorem shows that at almost every point
S0, we have

|2 Jo(—250)| |(s0)| = C.

In other words |.# Jy| has at most a polynomial decay on ver-
tical lines % +iIR, which is a contradiction with Lemma 3.
This concludes the proof.

Theorem 4 (Identifiability) Let r < 0and p € L'(]0,00),x")
be arbitrary. If there exists a nonempty open subset % of
(0,00) such that for allt € % , Iy[p](t) =0, then p =0 almost
everywhere on (0, o).

Proof. Lebesgue’s dominated convergence theorem for
analytic functions implies that Iy[p] is an analytic function
on (0,00). For every x € [0,e0), the function pIP(c(-,x)) is
analytic as erfc and all of its power functions are analytic.
For the domination part let 1 > 0. As for ¢t >> 11 we have that
forallx > 0, p(x)P(c(t,x)) < p(x)P(c(n,x)), it remains to
show that p P(c(n,-)) is a L' function. At +-co, we have

P(c(n,x)) = /2

n.x2
co(ren (i)
so that [["p(x)P(c(n,x))dx is finite because p € L.
At 0, P(c(n,0)) = (1 +65”Ki’/2)’1 > 0, and sin-

ce r <1, Jyp)de < fi p(x)¥'dx is finite so that
fol p(x)P(c(n,x))dx is finite, too.

2
2nDn/2 n/2 —n _ nx
n/=x "exp 4—11 +

As Ip[p] vanishes on U, the principle of permanence im-
plies that it vanishes on the connected set (0,00), i.e.,

Io[p](r) = 0.

Taking the Mellin transform of this relation, using (12), we
obtain

Vi € (0,0)

1
2‘\'4 /DS

Thanks to Lemmas 3, and 4.10 in [Bourgeron et al. (2018)],
M Jy is holomorphic on the right half-plane, which contains
the line —r + iR, because r < 0. The function .#J; is not
identically zero, so .#Jy can vanish only on a set —Z ha-
ving no accumulation point. The previous relation implies
that #Zp =0onr+1+iR\ (1 +Z). As p € L} the function
M p is continuous on the vertical line r+ 1+ R, so that .Zp
is identically zero on r+ 1+ iIR. The Inversion Theorem 6
provides the result.

Vser+iR, MIy(—s)Ap(s+1)=0.

APPENDIX

Mellin transform

Austrian mathematician Robert Hjalmar Mellin (1854—
1933) gave his name to the so-called Mellin transform, who-
se definition and properties are recalled below. The interested
reader is referred to E. Lindelof (1933) for a summary of his
work, and proof of the main results around this transform.
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For g € R, ¢+ iR will denote the vertical line {g+it,t €
R} of the complex plane having abscissa ¢, and for p € R
(p = 1), LP(]0,%0),x7), or simply L?, will stand for the Le-
besgue space with the weight x4, i.e.,

Lo ={f:10,09) = R |fllg < +eo},

where ||fHL,’; = (J71f(x)[Px2dx)/P. LE, endowed with this
norm, is a Banach space.

Let f be in L' ([0,0),x9). The Mellin transform of f is a
complex-valued function defined on the vertical line g+ 1 +
iR by

5= [T

X

From its very definition, it is observed that the Mellin trans-
form maps functions defined on [0, ) into functions defined
on g+ 1 +iR. Like in the Fourier transform, .# f is conti-
nuous whenever f is in L! ([0,0),x4). Specifically, we have

Theorem 5 (Riemann-Lebesgue) The Mellin transform is
a linear continuous map from L' ([0,0),x7) into €°(g+ 1+
iR; C) = L=(q+1+iR,; C); its operator norm is 1.

Proposition 1 If f is in L}I for every real number q in (a,b),
then its Mellin transform A f(-) is holomorphic in the strip
S={se Cla+1<Re(s)<b+1}.

The following table summarizes the main operational pro-
perties of the Mellin transform:

function Mellin transform
flat),a>0 a S A f(s)
f(@t?), a#0 ja| T A f(a”s)
SO0 (D s—kpst f(s—k)

where, Vx € R and Vk > 1, (x); stands for the so-called
Pochhammer symbol, which is defined by

) =x-(x—k+1)=

and (x)o = 1, where x is in R.

Theorem 6 (Inversion Theorem) If f is in L}] and if
[ fll 1 (g41+im) IS finite, then one can define

My f(x) 2ﬂ:/fq—&-zt —la+i) gy

The Inversion Theorem states that

f= +1(%/f) a.e.in (0,00).

Mellin convolution

For two given functions f,g, the multiplicative convolu-
tion f «x g is defined as follows

=[os(5)5

(f*g)x
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Theorem 7 (Mellin transform of a convolution)
Whenever this expression is well defined, we have

A (fx8)(s) = M f(s) M g(s)

Finally, the classical L?-isometry has his Mellin counter-
part, namely

Theorem 8 (Parseval-Plancherel’s isomorphism) The
Mellin transform can be extended in a unique manner to a
linear isometry (up to the multiplicative constant (27{)’1/ 2)
from L%qfl onto the classical Lebesgue space L*(q+iIR).
Thus,

M e L (L5, L (g+iR, dx))
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Resumen— Entender los mecanismos y procesos que determinan la distribucion de las especies, su abundancia y los patrones de biodiver-

sidad que generan, es uno de los grandes retos para la ecologia y de manera particular para la biogeografia. Si bien en la literatura existen
varios cuerpos tedricos que tratan de explicar tales mecanismos, la formalizacién de cémo se relacionan los procesos fundamentales de la
ecologia (fisiologia, conducta, demografia y dispersion) con los patrones espaciales de la biodiversidad, es un campo adn en desarrollo.
En este trabajo exponemos algunos problemas relevantes en la modelacién de nichos ecoldgicos y dreas de distribucion; estos incluyen
la conceptualizacién tedrica de la relacién entre nicho ecolégico y los atributos de adecuacion, el efecto de las interacciones bidticas, el
movimiento y los mecanismos de defensa de la presa en los patrones espaciales de co-presencia de las especies. Se muestran resultados de
diversos andlisis que los autores han obtenido en el estudio de estos problemas con el uso de la modelacién matemadtica.

Palabras clave— Teoria de Nicho Ecoldgico, Distribucién de Especies, Centroide del Nicho, Modelos de Distribucién y Abundancia,
Modelos Metapoblacionales

Abstract—Understanding mechanisms and processes that determine the distribution and abundance of species as well as biodiversity
patterns over time are one of the most interesting and challenging problems in Ecology, and particularly in Biogeography. Although in
scientific literature diverse theoretical bodies have been proposed to explain these mechanisms, the formalization of how fundamental
ecological processes (physiology, behavior, demography, and dispersal) and the spatial patterns of biodiversity are related is a field that
remains in continuous development. In this work, we describe some of the relevant problems that arise from modeling the ecological niche
and the spatial distribution of biodiversity. These problems include the theoretical conceptualization of the relationship between fitness
attributes and the ecological niche, the effect of biotic interactions, dispersal and, defense mechanisms on the spatial distribution of a set of
species that share a given environment. Results of various analyzes obtained by the authors in the study of these problems with the use of
mathematical modeling are shown.

Keywords—Ecological Niche Theory, Species Distributions, Niche-Centroid, Models of Species Distributions and Abundance, Metapo-
pulation models

INTRODUCCION patrones espaciales de la biodiversidad, es un campo ain en
desarrollo.

ntender los mecanismos y procesos que determinan

la distribucién de las especies, su abundancia y los
patrones de biodiversidad que generan, es uno de los grandes
retos para los ecdlogos y biogedgrafos (Brown, 1995). Si
bien en la literatura existen varios cuerpos teéricos que tratan
de explicar tales mecanismos, la formalizacién de cémo
se relacionan los procesos fundamentales de la ecologia
(fisiologia, conducta, demografia y dispersién) con los

La idea de representar el drea de distribuciéon de una
especie como parte de un proceso ecoldgico, histdrico,
evolutivo y geogrifico data desde los tiempos de Darwin,
quien formaliz6 la hipétesis de un solo centro de origen
(Darwin, 1902, chap. 12); hoy, gracias a las contribuciones
de cientificos como Grinnell (Grinnell, 1917), Elton (Elton,
1927), Hutchinson (Hutchinson, 1957) y MacArthur (Ma-
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Requerimientos
fisiologicos

Condiciones biéticas
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™\ Sitos accesibles
por dispersion

Figura 1: El diagrama BAM. En él se ilustra el drea ocupada de
una especie como la interseccion de sus tres componentes, los
bidticos, abidticos y movimientos (Gog = BN A NM); el drea
invadible Gj ocurre en los sitios que son favorables tanto bidtica
como abidticamente, pero que la especie no ha podido acceder
(BNANMO).

cArthur, 1972), se sabe que la presencia de una especie en
una localidad determinada depende en gran medida de su
"nicho ecolégico"(Soberén, 2007), y que factores como las
interacciones bidticas y el acceso a sitios con condiciones
idéneas delimitan el area de distribucion. Siguiendo este
orden de ideas, Sober6n y Peterson (2005) proponen el dia-
grama BAM (Fig. 1), un marco conceptual que, sintetizando
ideas clésicas, ha servido como punto de referencia para
entender la dindmica de las areas de distribucion. Asi, el
area ocupada por una especie Gy ocurre en aquellos sitios en
la geografia G que cumplen por lo menos tres condiciones:
1) el efecto neto de las interacciones bidticas (B) en la
razén de cambio poblacional permite el crecimiento de una
poblacion; 2) que estos sitios posean condiciones abidticas
(A) dentro de los rangos de tolerancia fisiol6gica, de modo
tal que en presencia de fuentes de alimento, la tasa de
natalidad es mayor que la de mortalidad; 3) finalmente, una
condicién aparentemente trivial pero necesaria es que estos
lugares hayan sido accesibles (M) en periodos relevantes
para la especie. Una zona del diagrama BAM que tiene
importancia para el estudio de las invasiones bioldgicas
es el drea invadible Gj y representa aquellos sitios donde
hay condiciones bidticas y ambientales favorables para la
especie, sin embargo, no ha podido llegar.

Cada componente del BAM estd estrechamente rela-
cionado con un concepto de ecologia clésica, asi B hace
referencia al nicho eltoniano (Chase y Leibold, 2003), el
cual considera el efecto de las interacciones bidticas en
la razén de cambio poblacional; A al nicho fundamental
Grinnelliano (Np), el cual esta definido como una funcién
matemdtica que mapea un vector de variables ambientales
a valores de adecuacion ("fitness") (Maguire, 1973); y (M)
a los factores histéricos y biogeograficos que permitieron
la llegada de la especie a distintos sitios por medio de la
dispersién (Sanin y Anderson, 2018).

Diferentes configuraciones en este esquema BAM reve-
lan la importancia de cada uno de los procesos ecoldgicos
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mencionados. Asi, habra especies en las que los factores bid-
ticos sean los que delimiten su distribucion, algunas en las
que las barreras al movimiento lo hagan y otras en las que
los tres factores sean determinantes (Peterson, 2012; Sobe-
rén et al., 2017). Si bien, lo anterior representa algunos de los
cimientos de una teoria sobre las dreas de distribucion, varias
preguntas de interés tedrico y practico sobre cada elemento
BAM atn no estin resueltas, por ejemplo para A: ;cual es
la forma del nicho fundamental Grinnelliano? y ;cémo es la
relacién entre los atributos de adecuacion y la posicién de
una poblacién en el espacio de nicho?; sobre M, ;cudl es la
relacion entre la dispersion y la capacidad de acceder a si-
tios donde las condiciones ambientales A son favorables? y
finalmente, sobre B, ;cudl es el efecto de los mecanismos de
interaccién como los de la relacién depredador-presa en la
relacion nicho-adecuacién de las especies que interactdan?

LA FORMA DEL NICHO Y SU RELACION CON
LA ADECUACION

Para entender cdmo se relacionan el nicho y adecuacién
es necesario introducir algunas ideas conceptuales sobre los
nichos. Aunque existen diversas concepciones de nicho (ver
definiciones), en este trabajo distinguiremos tres tipos de ni-
chos: el fundamental Ny, el fundamental existente N* y el
realizado Ng. El primero hace referencia a todo el conjunto
de condiciones ambientales, que denotamos con € (un vec-
tor constituido por variables como la temperatura, precipita-
cion, pH, entre otras), donde la tasa de crecimiento es posi-
tiva r(€) > 0; este nicho estd definido por la fisiologia de las
especies, en general se conjetura que tiene una forma conve-
xa donde solo hay un punto ti donde la adecuacién es maxi-
ma (Jiménez et al., 2019); es decir, donde r(€) < r(f) = ripax
para todo € # [i y ademds se espera que r(€) decrezca co-
mo una funcién de la distancia al punto fi. Por otra parte, el
nicho fundamental existente N*, es el conjunto de condicio-
nes ambientales presentes en un tiempo ¢, donde la tasa de
crecimiento es positiva; este concepto es de particular inte-
rés en la modelacién de nichos y 4reas de distribucién, ya
que permite considerar el efecto de los cambios ambientales
(i.e. cambio climatico) en las dreas de distribucién geografi-
ca. El nicho realizado Ng se refiere a las condiciones ambien-
tales en las cuales la especie puede subsistir bajo el efecto de
las interacciones bidticas. Las condiciones ambientales que
comprende el nicho fundamental son en general mas amplias
que las del nicho realizado debido a que las interacciones ac-
tdan como factores restrictivos (Soberén y Nakamura, 2009).
De hecho, tanto el nicho fundamental existente como el rea-
lizado son subconjuntos del nicho fundamental (Soberén y
Arroyo-Peiia, 2017); es decir,

Nr DN*=NpNE(t,G) 2 Ng,

donde E(t,G) es el conjunto de todas las condiciones
ambientales al tiempo t en el drea G.

En este orden de ideas, un problema que es de especial
interés en la biogeografia, es la modelacion de Ny y los
atributos de adecuacidén, por medio de técnicas estadisticas
que utilizan informacién ambiental en escalas geograficas
(extensiones de por lo menos decenas de km?). Aqui el
espacio geografico G se divide mediante una reticula regular
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constituida por i = 1,...n parches. Cada parche i estd
caracterizado por condiciones ambientales que tienen un
efecto en la adecuacién r; y por lo tanto, en la distribucién.
Debido a que es dificil obtener datos demograficos a lo largo
de la distribucién geografica para la mayoria de las especies,
estos métodos, conocidos como modelos de nicho ecolégico
(MNE), utilizan presencias y en ocasiones ausencias para
estimar una funcién de idoneidad ambiental S, que relaciona
los valores ambientales (¢;) de estas observaciones con la
adecuacién, bajo el supuesto de que las combinaciones
mds frecuentes donde se ha observado a la especie, son
las que tienen mayor adecuaciéon. Generalmente la funcién
S(¢;) toma valores en el intervalo [0, 1], donde uno es el
punto de mayor adecuacién y cero significa no nicho o
cero adecuacion. Estas herramientas de modelacion, han
permitido la estimacién de las distribuciones potenciales
de muchas especies (Peterson, 2011), sin embargo, al
carecer de los componentes dindmicos de la distribucién
(los movimientos e interacciones bidticas) no son capaces
de tener estimaciones precisas de la distribucién y de los
atributos de adecuacion.

Por medio de los asi llamados MNE, diversos estudiosos
han tratado de mostrar con evidencia empirica la conjetura
de que existe una relacién entre la salida de estos modelos y
la abundancia (un atributo de adecuacidn); sin embargo, los
resultados a favor de esta son variados. Por ejemplo, Dallas
et al. (2017) y otros (Santini et al., 2018; Dallas y Hastings,
2018), encontraron poca evidencia que apoye a la conjetura
en las especies que analizaron (118 de 1419 y 20 de 118, res-
pectivamente). Por otro lado, Martinez-Meyer et al. (2013) y
diversos autores (Yanez-Arenas et al., 2012; Osorio-Olvera
et al.,, 2020; Altamiranda-Saavedra et al., 2020; Angeles-
Gonzdlez et al., 2021), han hallado soporte a la misma, re-
marcando que la relacién podria depender de otros facto-
res como el grupo taxondémico, sus caracteristicas biol6gi-
cas y sus capacidades de dispersion. En Osorio-Olvera et al.
(2019), los autores estudiaron diversas causas por las cuales
la relacion nicho-abundancia es dificil de observar; dichas
causas van desde los mecanismos dindmicos de las distribu-
ciones como los metapoblacionales, hasta los métodos em-
pleados para estimar la funcién de idoneidad utilizada para
relacionar la abundancia con el nicho. En la siguiente seccién
retomamos un par de trabajos donde investigamos el efecto
de la dispersion, la estructura espacial de las idoneidades y la
funcién de idoneidad S, en la relacidén nicho-abundancia.

Algunas Definiciones de nicho

Definicion 1 (Nicho Fundamental Grinnelliano)
Conjunto de condiciones ambientales donde tasa de creci-
miento es positiva, es decir, r > 0 (Soberén y Nakamura,

2009).

Definicion 2 (Nicho Eltoniano) Rol funcional de una espe-
cie en la comunidad, resultado de la dindmica de las inter-
acciones tipo consumidor-recurso. También llamado “nicho
funcional” (Elton, 1927).

Definicion 3 (Nicho Hutchinsoniano) Espacio abstracto y
multidimensional donde tanto las variables bioticas y abio-
ticas constituyen los ejes del espacio de nicho de la especie

MANUEL FALCONI et al.
(Hutchinson, 1957).

Definicion 4 (Nicho Fundamental Existente) Subconjunto
del nicho fundamental que incluye las condiciones am-
bientales bajo las cuales la tasa intrinseca de crecimiento
es positiva, en un espacio geogrdfico y en un tiempo
determinado (Soberon y Nakamura, 2009).

Definicion 5 (Nicho Realizado) Condiciones ambientales
bajo las cuales la especie puede subsistir en la presencia de
competidores u otras especies con las que interactiia negati-
vamente y factores restrictivos (Soberon y Nakamura, 2009).

LA DISPERSION Y SU EFECTO EN LOS ATRIBU-
TOS DE ADECUACION

Es importante notar que los trabajos empiricos menciona-
dos anteriormente, tratan de explicar los patrones de abun-
dancia como funcién de la distancia al centro del nicho eco-
16gico, sin modelar de manera explicita los otros factores
BAM; es decir, el efecto del movimiento y de las interac-
ciones bidticas. A continuacién presentamos algunas predic-
ciones tedricas sobre el efecto de la dispersion en la relacion
nicho-abundancia, obtenidas a partir de la simulacién numé-
rica utilizando modelos metapoblacionales. El primer mode-
lo que presentamos es uno a tiempo y espacio discreto, mien-
tras que el segundo es a tiempo continuo y espacio discreto.
En general en ambos modelos suponemos:

= Existe una relacion entre la estructura interna del nicho
ecoldgico fundamental Ny y los atributos de adecuacién
de una poblacién (Maguire, 1973).

= El nicho ecolédgico a través de los pardmetros demo-
graficos determina las posibilidades de que una es-
pecie pueda colonizar un drea geogréfica determinada
(Osorio-Olvera et al., 2016).

= El espacio geogrifico G, esta dividido por una reticula
discreta constituida por i = 1,2,...,n celdas.

= Hay una funcién matemadtica que permite relacionar un
punto en la geografia con un punto en el espacio am-
biental (ecoldgico) abstracto (Colwell y Rangel, 2009).

= Cada celda i, estd caracterizada por diversas condicio-
nes ambientales que tienen un efecto en la tasa intrinse-
ca de crecimiento r;.

= Las poblaciones en las celdas crecen de acuerdo a un
modelo metapoblacional donde hay un proceso de dis-
persién

Modelo a tiempo y espacio discreto

El modelo que presentamos a continuacién se utiliz6 en
(Osorio-Olvera et al., 2016) para estudiar la relaciéon entre
abundancia poblacional y posicion en el espacio de nicho ba-
jo diferentes escenarios de dispersién en un espacio con n
parches. El modelo estd dado por

Ni(t+1) = SMN/(r) + A (Nf), 1)
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donde S; es una matriz diagonal con la idoneidades de cada
estadio. M es la matriz de proyeccién poblacional con entra-
das (ays); N'(t) es un vector con el nimero de individuos de
cada estadio en el parche i.

S 0 ... 0

oS oo

§'= o e )
0 0 .. &8,

Finalmente A’ (N ’T) es el flujo neto de inmigrantes a i.

GO DWNIHOR W IORIN WNLAG)
ih ih ih

3)
con A;;Ni(t) = §; ,Ni(t) — 8,;Ni(t). Los pardmetros & y
Op,; determinan la proporcién de inmigrantes y emigrantes,
respectivamente en un parche i y estdn determinados por un
kernel de dispersién que depende de la distancia.

Los resultados de la simulacién numérica muestran que a
pesar de que el modelo de la Ecuacion (1) estd disefiado para
que haya una relacién entre nicho y abundancia, la disper-
sién es un mecanismo que regula su fortaleza, de tal modo
que entre mas grande sea la proporcién de individuos que
se dispersan, la relacién tiende a hacerse mas débil (Fig. 2).
Lo anterior sugiere una conjetura acerca de las condiciones
en las que los procesos demograficos y de dispersion pueden
hacer que la correlacion entre abundancia y distancia al cen-
troide del nicho se oscurezca; por ejemplo, se espera que las
especies cuyas tasas de migracién son altas, muestren una
correlacion baja entre abundancia y nicho. Esto concuerda
con los hallazgos recientes de Osorio-Olvera et al. (2020),
quienes estudiando diversos grupos de aves, encontraron que
tanto el tamafio del nicho y la capacidad de dispersion influ-
yen en la fuerza de la relacién; de manera particular, se en-
contré que el patrén nicho-abundancia es menos marcado en
especies migratorias y en las que presentan nichos amplios.
Este resultado se relaciona con otros obtenidos anteriormen-
te (Pulliam, 2000), donde también se hace énfasis del papel
de la migracién en la persistencia de poblaciones sumidero.
Pese a que el modelo (1) es sencillo, notamos su relevancia
para obtener conjeturas plausibles de los mecanismos que
determinan la distribucién de las especies y su abundancia.
Un aspecto relevante del modelo (1) en términos ecoldgicos,
es que considera de manera explicita que hay una idoneidad
ambiental diferenciada a lo largo de las etapas de desarrollo
(ecuacioén 2), lo cual ha sido poco explorado, en gran parte
por la falta de datos empiricos.

Modelo a tiempo continuo y espacio discreto

En Osorio-Olvera et al. (2019) utilizamos un modelo
metapoblacional a tiempo continuo en un espacio discreto
para mostrar la forma en que diversos factores naturales
pueden modificar la relacién esperada entre abundancia y
distancia al centro del nicho. Estudiamos por una parte, el
efecto de tener barreras bioldgicas al proceso de dispersion y
por otra, el papel de la estructura espacial de las idoneidades
en la dindmica de crecimiento de las poblaciones que se
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Figura 2: Valores del coeficiente de determinacién R? de la
relacion nicho-abundancia como funcién de la proporcién de
individuos & que se dispersan de un parche a otros. Imagen
modificada de (Osorio-Olvera et al., 2016).

desarrollan en un 4drea donde ocurren las simulaciones.
Para ello, creamos una especie hipotética, cuyo nicho
fundamental presenta dos sitios de alta idoneidad ubicados
cerca del centroide; ademads, se considera que en el espacio
geografico, estos sitios se encuentran claramente separados
por parches donde la idoneidad es cero (Fig. 3, para saber
los detalles de como se cred la especie ver (Osorio-Olvera
et al.,, 2019)).

El mecanismo para modelar el papel de las barreras biol6-
gicas a la dispersion, fue el efecto Allee (Keitt et al., 2001).
Estudiamos dos casos de interés general: el primero fue un
escenario donde todos los parches son accesibles (no hay
efecto Allee) y el segundo uno donde el efecto Allee es lo
suficientemente fuerte como para evitar la llegada de los pro-
pagulos de A a B, y viceversa. A continuacién mostramos el
modelo

%= (roc—aixy) (i — M)+ Y Spixn — Y Sinxi, (4
T T

donde x; es la tasa de cambio de la poblacion en la celda i en
el tiempo ¢. La tasa intrinseca de crecimiento en el parche i
es r;. El factor de denso-dependencia es a;. El efecto Allee
es M;. La tasa de inmigraci6n a la celda i es ;.

El analisis estadistico de las simulaciones numéricas, mos-
tré que la relacién entre distancia al centroide del nicho y la
abundancia, depende en gran parte de la capacidad de los
propdgulos de colonizar sitios con baja idoneidad, ya que
estos son utilizados como stepping stones para alcanzar las
zonas de alta idoneidad. En este modelo, el mecanismo que
regula dicha capacidad es el efecto Allee. Para el caso donde
M = 0, los propagulos son capaces de invadir pricticamente
todos los parches que conforman la arena; la relacién nicho-
abundancia se hace mds fuerte conforme las poblaciones en
los parches alcanzan su estado de equilibrio (Fig. 4).

Por otro lado, cuando M; > 0, se comienza a observar
zonas no colonizables, de modo tal que, si M; es suficien-
temente grande, la especie tendrd una distribucion muy
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Figura 3: El nicho fundamental y el mapa de idoneidad de la especie hipotética. Panel izquierdo: el elipsoide azul representa al el nicho
fundamental de la especie (Nf), definido por la temperatura del mes mas calido (Bio 5), la temperatura en el mes mds frio (Bio 6) y la
precipitacion anual acumulada (bio12); los puntos rojos son las combinaciones ambientales del espacio geografico que caen fuera del
nicho; y en naranja, verde y azul los puntos que caen dentro de éste. Panel izquierdo: valores de idoneidad de los parches en el espacio

geogréfico; la intensidad del verde corresponde a sitios con mayor idoneidad (mds cercanos al centroide). A y B denotan el mismo
conjunto de parches tanto en el espacio de nicho como en el geografico. Observando los dos paneles se puede notar que A y B estdn muy
cercanos en el espacio de nicho, pero que a su vez estdn separados por regiones no idoneas.
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Figura 4: Simulaciéon numérica de la relacion entre abundancia y distancia al centroide del nicho para las poblaciones modeladas sin
efecto Allee. A la izquierda, se muestra el mapa de la distribucién geografica de la abundancia como funcién del tiempo. A la derecha, la
relacion estadistica entre distancia al centroide del nicho y la abundancia para distintos tiempos

restringida. Mds atin, la relacién entre distancia al centroide
del nicho y abundancia tiende a cero, pese a que la especie
hipotética fue disefiada para que presentara esta relacién
(Fig. 5). Lo anterior es interesante desde un punto de vista
de la teorfa ecolégica, ya que se pueden utilizar estos meca-
nismos para simular atributos especificos de la distribucion
de las especies, por ejemplo; en Owens et al. (2013), los
autores notaron que las especies pueden ser clasificadas
de acuerdo con la relaciéon que guardan los componentes
BAM. Estos autores distinguen por lo menos tres tipos de
especies: 1) las especies Hutchinsonianas, caracterizadas
porque tienen la capacidad de acceder a todos lo sitios en el
area G (la distribucién de estas especies estd determinada

principalmente por A); 2) las especies Wallaceanas, en las
cuales su distribucién estd fuertemente determinada por
su baja capacidad de dispersion (la distribucién depende
mucho de M), por lo que les es muy dificil de acceder
sitios id6neos, alejados de su drea de distribucién nativa;
3) finalmente, las del BAM clasico (ver Fig. 1), donde los
tres factores se sobrelapan parcialmente y ninguno de ellos
domina la distribucién.

El modelo del Sistema (4) puede ser utilizado como base
para generar/modelar especies Hutchisonianas o Wallacea-
nas, utilizando como mecanismo al efecto Allee.

20
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En la siguiente seccién analizaremos cémo los meca-
nismos de interaccién bidtica (el componente B del BAM)
pueden influir en los patrones de abundancia y distribucion
de las especies.

SOBRE LOS MECANISMOS DE INTERACCION

Como se ha explicado en las lineas anteriores, la relaciéon
tedrica entre el nicho y la tasa de crecimiento de una
especie puede alterarse debido a mudltiples factores como
son las variaciones ambientales, condiciones geograficas y
la biodiversidad del medio que necesariamente introduce
mecanismos de interaccién que afectan la distribucién de
las especies. La literatura donde se tratan estas cuestiones
es muy abundante y en constante desarrollo, ya que el
campo de investigacién es muy amplio como resultado, por
ejemplo, del gran nimero de interacciones entre especies y
entre organismos de una misma poblacién.

Un fenémeno de interés cuya importancia ha sido resaltada
en muchos estudios es la reproduccion estacional. En Quin-
tero et al. (2014), los autores estudian como la disponibilidad
de alimentos regula o interactda con los distintos ciclos
reproductivos que muestran algunas especies y el impacto
que esto tiene en la diferenciaciéon genética de las mismas.
En BI¢ et al. (2011), los autores analizan la dindmica de una
poblacién con dos estaciones reproductivas A y B por cada
unidad de tiempo (un afo), con el fin de analizar el efecto de
la superposicién de dos dindmicas reproductivas diferentes
en el crecimiento poblacional de una especie semélpara. La
poblacioén se reproduce en la estacion de acuerdo con un
modelo logistico con pardmetro a y en la estacion B con
pardmetro b. El modelo resultante que determina el tamafo
poblacién anual es la composiciéon de dos aplicaciones
logisticas F,(x) = ax(1 —x) y Fp(x) = bx(1 —x). Se encontrd
que largos periodos con una escasa reproduccién en una de
las estaciones puede llevar a la extincién de la poblacidn,
ain cuando haya una rica reproduccién en la otra. El
modelo muestra la Coexistencia de dindmicas; es decir,
dos poblaciones bajo las mismas condiciones ambientales
puede mostrar fluctuaciones anuales diferentes que solo
dependen de su densidad inicial. Este hecho contrasta
fuertemente con los resultados que se obtienen cuando la
superposicion de las dos dindmicas es aleatoria; en Blé
et al. (2007) se utiliz6 como modelo el proceso de Markov
X, =F,0F," oF,0-- -F;i, en el que {c;|i € N} es un proceso
de Poisson y se demostrdé que para cierto subconjunto de
la regién de pardmetros [a,b] x [a,b], el sistema tiene una
Unica medida invariante, por lo tanto, el comportamien-
to asint6tico es el mismo para casi cualquier densidad inicial.

Las especies no viven aisladas; por el contrario, forman
complejas redes de interacciéon que conducen a que las fuer-
zas evolutivas inducidas por el medio ambiente se alteren e
induzcan nuevos mecanismos adaptativos que permitan la su-
pervivencia de la especie, aunque tal vez alejados de aquellas
que determinan su nicho fundamental. Uno de estos mecanis-
mos, es el comportamiento diferenciado de los individuos en
ciertas etapas etarias de su desarrollo como ya se mencio-
nd en este trabajo (ver Sistema (1)). A. Hastings en Hastings
(1983) y Hastings (1984) ha resaltado la importancia de la
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depredacion selectiva por grupo de edad de la presa, como
factor que promueve la persistencia de las poblaciones. A lo
largo de su ciclo de vida, los cambios de tamafio y morfolo-
gia que presentan los individuos de algunas especies tienen
efectos importantes en la dindmica poblacional. Por ejemplo,
B. Ebenman en Ebenman y Persson (1988) analiza cémo es-
tos cambios afectan la competencia intraespecifica entre los
diferentes grupos de edad y las consecuencias de esto sobre
las variaciones temporales de la poblacién. Mds all4 del inte-
rés tedrico que guarda el entender la relacién entre estructura
de edad y crecimiento poblacional, la comprension de este
proceso puede ser ttil para el manejo y conservacién de las
especies, ver Lingle et al. (2008), Quinn y Cresswell (2004).
Los mecanismos y caracteristicas de la depredacion diferen-
ciada por edad de la presa son muy variados y lo que uno
observa actualmente, es el resultado de la coevolucion de las
especies involucradas. En Falconi et al. (2015), se conside-
r6 una presa con dos clases de edad: la densidad de la clase
no reproductiva es denotada con x y la densidad de la clase
reproductiva es y. Los juveniles presentan un mecanismo de
defensa denso-dependiente y cada clase interfiere en la ac-
tividad de captura del depredador, de modo que la tasa de
depredacién sobre una clase, disminuye si la densidad de la
otra aumenta. Con el propdsito de estudiar el efecto en la su-
pervivencia del depredador de la riqueza del medio en el que
se desarrolla la presa se analizé el modelo

) ( x) v Xz
¥ = r(l—-=)y—vx————
K" 1+2+y
v — V.X*IJV 7L
y y 1+x+ya
X A
s (Y Y Dy

1+:2+y T+x+y

Una alta poblacién de la clase adulta o reproductiva afecta
de dos formas a la tasa de crecimiento del depredador: 1)
hace que aumente la tasa de crecimiento de la clase juvenil
y por lo tanto, se refuerza su mecanismo de defensa; y 2) se
incrementa la interferencia sobre la depredacion de la clase
juvenil. Asi, el depredador se extingue ya que el beneficio
que obtiene de x disminuye y no lo puede compensar el
incremento de su tasa de reproduccién debido a y, si A < D.
Mas atn, si la tasa de mortalidad de la clase reproductiva es
suficientemente baja, la coexistencia de las dos especies es
posible solo si la riqueza del medio, no es muy pequefia ni
muy grande. En el primer caso, porque no habria suficiente
biomasa para alimentar al depredador y en el segundo caso,
como resultado de la riqueza del medio, la poblacién de
presas serfa grande y entonces los efectos de defensa e
interferencia se incrementarian a niveles no soportables
para el depredador. La interferencia entre depredadores de
distintas especies es también un tema relevante en la distri-
bucioén de las especies y se ha tratado en Falconi et al. (2020).

La forma en la que la depredacion influye en la distribu-
cidn de las especies depende en buena medida de la conducta
particular que haya desarrollado para perseguir a su presa. La
eficiencia de la bisqueda también ha recibido atencién por
sus consecuencias en la adaptacién de ambas especies; sin
embargo, evaluar esta eficiencia es en general complicado,
debido entre otros factores, a que las estrategias de busqueda
pueden cambiar por las condiciones ambientales, las cudles
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Figura 5: Simulacién numérica de la relacién entre abundancia y distancia al centroide del nicho para las poblaciones modeladas con
efecto Allee (M = 10). A la izquierda, se muestra el mapa de la distribucién geografica de la abundancia como funcién del tiempo. A la
derecha, la relacién estadistica entre distancia al centroide del nicho y la abundancia para distintos tiempos

presentan a menudo bruscas fluctuaciones, ver Bartumeus
et al. (2002), Zollner y Lima (1999). En Ross y Winterhalder
(2015), han contrastado la estrategia de biisqueda activa con
la de sentarse y esperar cuando las presas y depredadores
se mueven aleatoriamente. De acuerdo con este trabajo,
la bisqueda activa se correlaciona bien con presas que se
mueven a bajas velocidades; en cambio, la emboscada es una
mejor estrategia para presas veloces. Esta udltima estrategia
también se ve favorecida si la interferencia aumenta debido a
la velocidad del depredador. En Zoroa et al. (2011), se hace
un estudio comparativo de estas dos estrategias utilizando
la teoria de juegos. Establecer si ciertos rasgos, por ejemplo
de conducta, conducen a diferencias funcionales es un
tema que resulta de interés en la Ecologia; un trabajo en
esta direccion es War et al. (2012), en el que los autores
analizan un numerosa cantidad de especies de ardcnidos y
encontraron que las diferencias funcionales crecen si las
diferencias en las estrategias de caza, crecen y concluyen
que estas estrategias influyen en las redes tréficas por medio
de interacciones depredador-presa especificas.

El movimiento de los individuos inducidos por la emisién
de substancias quimicas es una caracteristica presente en
una gran variedad de especies; es frecuente que las plantas
atraigan a sus polinizadores por la emisién de sustancias
volatiles. En muchas especies, la busqueda de alimento estd
regulada por los olores que emanan de los recursos. Con
ensayos de laboratorio, en Dormont et al. (2006) mostraron
que los escarabajos se dirigian hacia los voldtiles del estiér-
col del mismo tipo que preferian en el campo. Los elementos
volatiles también son utilizados por algunas especies como
mecanismos indirectos de defensa, ya que estos sirven para
atraer a los enemigos de sus depredadores; véase War et al.
(2012) y la bibliografia ahf citada.

Ambos aspectos, estrategias de bisqueda de la presa y de-
fensa indirecta inducidos por la emisién de volatiles, se abor-
dan en Anaya et al. (2021) en una red tritréfica. El recurso
es consumido por un mesodepredador, y este es depredado
por un superdepredador. Las tres especies se dispersan en un
medio S de acuerdo con la ley de difusién de Fick. Para si-
mular un medio ambiente variable, la riqueza K del medio
es una funcién positiva, definida en S. Las densidades del
recurso, del mesodepredador y del superdepredador se de-
notan con u, v, w, respectivamente. Para estudiar el efecto de
la defensa indirecta del recurso, en el modelo se considera
que este produce un volatil que es percibido por el super-
depredador y lo induce a moverse en la direccién del gra-
diente de u; asi, la dispersién de w queda determinada por
dryAw —V - (1 (u,w)Vu)), en la que x; (u,w) es la sensibili-
dad del superdepredador al voldtil; en el modelo, x; (u, w) es
una funcién creciente de u y w y depende de un parametro
g que mide la rapidez conque el superdepredador se mueve
hacia el recurso. Se analiza la dindmica del modelo en tres
escenarios: E1) las tres especies viven en un mismo sitio por
lo que no hay difusién ni atraccidn; E2) Las tres especies se
difunden en una regién acotada sin flujo hacia el exterior y
no hay atraccién, i.e ¢ = 0; E3) Las tres especies se difun-
den y el recurso atrae al superdepredador (g > 0). El andlisis
del modelo en los casos E2) y E3) se realiza bajo condicio-
nes sobre los pardmetros que en el escenario E1) conducen
a la extincion del superdepredador. Los resultados dan evi-
dencia del rol que juega la migracién en la supervivencia de
las poblaciones y distribucién de las especies. En el escena-
rio E1, aunque inicialmente la poblacién del recurso decrece
fuertemente y ambos depredadores mantienen altos niveles,
finalmente el superdepredador tiende a extinguirse; esto se
explica porque la tasa de depredacioén del superdepredador
es pequea respecto a su tasa de mortalidad. En la situacion
correspondiente a E2) es el mesodepredador el que mantie-
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ne una baja densidad y las tres especies tienden a sobrevivir.
Aparentemente, la dispersion de las tres especies produce un
flujo de mesodepredadores hacia zonas de baja densidad lo
que permite que el nimero de encuentros con los superde-
predadores sea suficientemente alto, y evita que la poblacién
de mesodepredadores aumente en estos sitios. Este mecanis-
mo hace que la poblacién de meso y superdepredadores se
distribuyan homogénemente y el recurso se concentre en las
zonas de mayor capacidad de carga del ambiente. Esta dis-
tribucion espacial de las especies cambia si se considera el
escenario E3; la atraccién del superdepredador hacia el re-
curso favorece que el meso depredador tienda a ocupar es-
pacios distintos al del superdepredador, el cual se concentra
en los sitios de mayor densidad del recurso. En la naturale-
za, un ejemplo que no es completamente andlogo al caso E3,
porque no hay un volatil (aparentemente) de por medio, pero
en términos del patrén espacial es parecido, ha sido observa-
do con los guepardos (Acynonyx jubatus) y los perros salva-
jes africanos (Lycaon pictus), los cuales evitan las dreas con
alta densidad de presas porque estas son sitios donde com-
petidores y superdepredadores, como las hienas manchadas
(Crocuta crocuta) y los leones (Panthera leo), alcanzan den-
sidades poblacionales altas (Laurenson, 1994; Creel y Creel,
1996; Mills y Gorman, 1997).

CONCLUSIONES Y REFLEXIONES

En este trabajo se hace una revision de estudios donde los
autores utilizan modelos matemdticos como herramientas
para ayudar a entender el papel de diferentes mecanismos
ecoldgicos en la distribucion de las especies. Se puso
especial énfasis, en aquellos que influyen la relacién entre
posicién en el espacio de nicho con los atributos de adecua-
cién desde el contexto del diagrama BAM; en particular, se
estudio la relacion entre distancia al centroide del nicho y la
abundancia poblacional, y se hizo mencién tanto a trabajos
empiricos que han reportado resultados donde no se observa
un patrén claro sobre la existencia de la relacién, como otros
en los que es posible observarla, aunque suele ser débil. Con
base en los andlisis (numéricos y matemdticos) de los mode-
los presentados aqui, conjeturamos que en la naturaleza es
dificil observar la relacién nicho-abundancia, debido a que
hay una gran variedad de procesos que la pueden oscurecer,
como por ejemplo, el efecto Allee, conductas diferenciadas
por estadio, tipos de interaccion bidtica, la forma en que
covarfan los mecanismos de interaccion y migracidn, entre
otros. Por lo tanto, lejos de querer mostrar solo con datos
empiricos la existencia de la relacién, consideramos que
es de vital importancia comprender el papel de cada uno
de estos mecanismos en la dindmica espacio-temporal
de las poblaciones que conforman el drea de distribucién
de cada especie. Es de esperarse que haya especies en
las que un mecanismo tenga mayor relevancia que otros;
por ejemplo, se ha documentado que especies de aves no
migratorias cuyos nichos son pequefios, suelen presentar
relaciones nicho-abundancia més fuertes, que aquellas con
nichos amplios y con estaciones migratorias marcadas
(Osorio-Olvera et al., 2020). Es importante también notar,
que la relevancia de los mecanismos de distribucién y
abundancia es dindmica, por lo que puede cambiar a lo largo
del tiempo, presentdndose asi, casos donde en un periodo
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determinado los tres factores BAM tengan importancia
similar en la determinacién de la distribucién y abundancia,
sin embargo perturbaciones sobre ellos (como lo pueden
ser extinciones asociadas a factores de estocasticidad am-
biental y/o demografica (Dallas y Santini, 2020)), cambien
de manera dramatica estas relaciones. Lo anterior se ha
observado en una serie de experimentos realizados por Paine
(Paine, 1966, 1969, 1974), donde la extraccién selectiva
del depredador (Pisaster ochraceous), provocaba el rapido
crecimiento de su presa principal (Mytilus californianus) y
la extincidn local de varias especies por exclusién competiti-
va (aqui es claro que el factor B toma un papel determinante).

Con todo lo anterior, en este trabajo se ha buscado resal-
tar la importancia de fortalecer la relacion entre los estudios
tedricos sobre la dindmica poblacional de las comunidades
ecoldgicas y los trabajos experimentales y de campo, con el
fin de entender mejor los patrones empiricos que se observan
en la naturaleza.
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Abstract—This paper presents a brief overview of a range of applications of stochastic differential equations (SDE) in describing the
growth of wildlife populations living in randomly varying environments and the associated risks of extinction, including profit optimization
issues in the particular case of fish or other populations subjected to harvesting. The same basic ideas apply also to the growth of individual
animals and how to optimize the profit of the farmers that raise such animals.
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Resumen— Este articulo presenta una breve descripcién de una gama de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas (SDE)
para describir el crecimiento de poblaciones de vida silvestre que viven en condiciones ambientales que varian aleatoriamente y los riesgos
asociados de extincidn, incluidos los problemas de optimizacién de ganancias en el caso particular de peces u otras poblaciones sometido
a recoleccion. Las mismas ideas basicas se aplican también al crecimiento de animales individuales y cémo optimizar las ganancias de los
granjeros que crian tales animales.

Palabras clave— Ecuaciones diferenciales estocdsticas, ambientes aleatorios, modelos de crecimiento poblacional, extincidn, pesquerias,
modelos de crecimiento individual, optimizacién de ganancias

INTRODUCTION t > 0 would be described by the ODE
dX (1) K
=rX(t)In —
dt (1) nX(t)’

he growth of a wildlife population over time or the

growth of an individual animal from birth to maturity =~ Where K > 0 is the asymptotic size and r > 0 is a speed of

are often described by a deterministic growth curve, usually
the solution of an ordinary differential equation (ODE) that
describes the dynamics of the growth process. For example,
if we have Gompertz growth dynamics, the size X (¢) of the
population at time ¢ > 0 or of an individual animal at age

growth parameter, the solution of which is the Gompertz
curve X(t) = K(%’)eXp(f”), where xp = X(0) > 0 is the
initial size. Of course, X(f) — K when t — +oo and K
is called the carrying capacity of the environment in the
population growth literature and it is the size at maturity for
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Figure 1: Time evolution of the population size (measured in
individuals per cm?) of a lab protozoan population (data from
(Gause, 1934)). The solid broken line represents the observed data
and the dashed smooth curve is the estimated Gompertz curve.
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Figure 2: Age evolution of the size (in kg) of an individual cow of
the Mertolengo breed (data from (Filipe et al., 2007)). The solid
broken line represents the observed data and the dashed smooth

curve is the estimated Gompertz curve.

an individual animal growth.

However, when we look at the data, what we observe is
not this nice very smooth growth curve but rather a more
irregular curve somewhat fluctuating around it, accompan-
ying the effect of the random fluctuations that occur in
nature on the internal and external environmental conditions.
In Figures 1 and 2 we can see the observed irregular data
for the size (in individuals per cm?) of a lab population of
the protozoan Paramecium caudatum (data from (Gause,
1934)) and for the size (in kg) of a cow of the Mertolengo
breed raised in the Alentejo region of Portugal (data taken
from (Filipe et al., 2007)), respectively, together with the
estimated smooth Gompertz curve that would occur under
constant environmental conditions.

The usual literature on individual animal growth considers
a growth curve (the Gompertz curve or some other function
of age) and uses a regression model in which, typically,
the observed deviations from the curve are assumed to be
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independent and identically distributed. That would be quite
appropriate if they were due to measurement errors, which
are negligible with our weighting apparatus. With such a
model, looking at a cow that has now a weight quite below
the growth curve, the prediction for its weight next week
will be the weight given by the growth curve, a miraculous
weight recovery in just a week. The deviations from the
growth curve are, in fact, due to fluctuations in the growth
rate induced by internal and external random environmental
conditions and so, a good prediction for the weight next
week should instead use today’s weight as a starting point
and project it to next week using the growth dynamics given
by the differential equation. But we have to take into account
that the growth rate is not exactly given by the deterministic
differential equation because it keeps suffering the influence
of the environmental conditions, which will introduce some
amount of uncertainty on the prediction.

To take into account the influence of the random envi-
ronmental fluctuations on the growth rate, that influence
should be included in the differential equation that drives the
growth process dynamics, making it a stochastic differential
equation (SDE). The same applies to population growth
dynamics.

There are many other dynamical phenomena in Biology
and in several other different areas of Science and Techno-
logy where the descriptive variable(s) change in time accor-
ding to some rules concerning its rate of change (i.e., its time
derivative), rules that are conveniently described by an ODE.
For simplicity of notation, we consider here the unidimensio-
nal case of a single variable X (¢) following the ODE

dX(t)
dt

=F(,X(t)) or dX(r)=F(,X(1))dt,
with initial condition X (0) = Xy (we consider for simplicity
0 as the starting time, but it can be replaced by some other
time fy). The extension to the multidimensional case is
relatively simple, working with the column vector of the
several descriptive variables involved.

Such dynamical phenomena are often influenced by
many other variables not considered in the model, either
for parsimonious reasons due to their less relevant effect or
for the simple reason that they are unknown or impossible
to measure and predict. But such factors have an effect on
the rate of change of X(¢). So, it is quite natural to group
that effect in a single temporal variable having a necessarily
random behavior, i.e., a stochastic process, and include it as
an additional term in the equation. So, the original terms in
the equation describe the deterministic dynamics that result
from the variables explicitly considered in the model and the
additional term describes the perturbation caused on such
dynamics by other factors. That is similar to the probabilistic
treatment we use to describe the result of throwing a coin
instead of trying to model the gravity, air resistance and hand
movement forces involved.

Assuming that there are many such perturbating factors

that affect the rate of change of X(¢), when grouping their
effect on a single stochastic process the central limit theorem
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would lead to an approximately Gaussian behavior, and so
we assume here that such stochastic process is Gaussian.

Let us look at the integral of such stochastic process, i.e.
the stochastic process of the accumulated perturbations bet-
ween time 0 and time ¢ > 0. It is likely that the effect of the
perturbations acting on a given time interval is approxima-
tely independent of the effect of the perturbations on another
non-overlapping time interval, so we will assume that this
stochastic process, besides being Gaussian, has independent
increments. If the many perturbations have approximately in-
dependent additive effects and occur with a relatively uni-
form frequency, the number of perturbations occurring in a
time interval is approximately proportional to the interval’s
length and so their accumulated effect on that time interval
has a variance also approximately proportional to the length
of the interval. Even if such proportionality is not correct and
the “constant” of proportionality is in fact variable with time
and X (), we can incorporate such variability in a multiplica-
tive factor G(¢,X(¢)) that modifies an underlying perturbing
process truly proportional and for which we can choose the
constant of proportionality to be = 1. From all of the above,
and assuming time continuity of the perturbations, we can
assume that the underlying process behind the accumulated
perturbations in the time interval [0,7] is a Wiener process,
the only continuous Gaussian processes with independent in-
crements and variance of the increment over a time interval
exactly proportional to the interval’s length. Since obviously
the accumulated effect of perturbations on the time interval
[0,0] should be = 0 and we can choose the constant of pro-
portionality to be = 1 (so that the increment on a time interval
has variance equal to the length of the interval), we can take
as underlying process the standard Wiener process W (¢), also
known in the literature as Brownian motion (since it was used
as a model of the Brownian motion of a particle suspended
in a fluid). The square of the multiplicative factor G>(¢,X (t))
should take care of the variance of the perturbations per unit
time and it may be constant or may depend on ¢ and X (¢).

In an infinitesimal time interval dt, the effect of the per-
turbations will then be given by the effect of the underlying
perturbations, i.e. the increment dW (¢) of the cumulative un-
derlying process on that time interval, multiplied by the mul-
tiplicative factor G(¢,X(¢)). So, our general initial ODE be-
comes the general stochastic differential equation

dX(t)=F(t,X(t)) dt+G(t,X(r)) dW(t), (1)

with the same initial condition X (0) = Xo; since the initial
value Xy may in some cases be unknown, nothing prevents
Xo from being a random variable, as long as it is independent
of the Wiener process W (7).

All this can be generalized to the multidimensional case
(with also multidimensional Wiener processes) and also
to non-continuous underlying processes (processes with

jumps).

The randomness of the perturbations is associated to a
probability space (Q,%#,Z?), where Q can be considered
the set of all possible environmental “states”, from which
an observed state @ € Q is “chosen by chance” according
to the probability law P, which is defined for the sets of
states belonging to the o-algebra .#. Notice that a state
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o describes a concrete whole history of environmental
conditions over the full time span for which we are using
the SDE. The stochastic process W(¢) depends also on
“chance”, i.e. on @, so W () is an abbreviation of W (¢, ®).
For a fixed ®, W(t,®) is a function of time (called a
trajectory, realization or sample path) that describes the
evolution over time of the underlying cumulative effect of
the perturbations between time O and time ¢ when the state
of the environment is @. Different states will in general
have different trajectories. Of course, a solution (when it
exists) of the SDE is also a stochastic process and so, when
we write X (), that should be taken as an abbreviation of
X (t, ). When we make predictions about a future fixed time
t, we should remember that they must assume a probabilistic
nature since X () = X (¢, @) is a random variable.

One may think that there are always perturbing factors not
explicitly considered in a ODE deterministic model and so
one should always use SDE models to take the uncertainty
they cause in due consideration. Indeed, there are cases
(sometimes even with relatively small G values) where the
results obtained using the SDE model are quantitatively,
and sometimes qualitatively, quite different from the results
obtained using the ODE model with mean values of the
variables or of the parameters, making the ODE models
useless. That is certainly the case in many biological phe-
nomena, in epidemiology, in seismology, in finance (stocks,
futures, options, etc.) or in telecommunications. However,
considering the added complexity of SDE models, it is not
worth using them if the perturbing factors are relatively
irrelevant.

In the next section we give a brief introduction to the
treatment of stochastic differential equations following the
steps of (Braumann, 2018). Of course, the reader interested in
using SDE should follow up using a textbook like, for exam-
ple, (Braumann, 2019), (Arnold, 1974) or (@ksendal, 2003).

Among the many areas of application, we are here just
illustrating some biological applications related to popula-
tion growth and individual animal growth. We start by loo-
king at the modeling of population growth in a randomly var-
ying environment and the associated extinction issues. The
particular case of populations subject to harvesting, like it
is the case in fisheries and forestry, is treated next, focusing
on how to optimize the profit from the harvesting activity.
After that, we deal with individual growth models for farm
animals and some issues on profit optimization for farmers
raising those animals. Finally, we present some conclusions
and suggest further reading on related issues.

BRIEF INTRODUCTION TO STOCHASTIC DIF-
FERENTIAL EQUATIONS

The solution of the SDE (1) with the initial condition
X(0) = Xy is the solution of the corresponding integral equa-
tion

X(1) :Xo+/0tF(s,X(s)) ds+/0tG(s,X(s)) aw(s). ()

Please keep in mind that W and X both depend also on ,
although we use the common convention of not writing
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that dependence explicitly. But, if we fix the trajectory o,
we will only have functions of time and, under sufficient
regularity conditions, the first integral in (2) can be in-
terpreted as an ordinary Riemann integral. However, the
second integral cannot be interpreted as a Riemann-Stieltjes
integral since the integrator W(¢) has unbounded variation
for almost all trajectories. For that reason, when we ap-
proximate the second integral (the stochastic integral) by
Riemann-Stieltjes sums for a sequence of tagged partitions
O0=tho<ty1 <...<tyu-t <tygn=t m=12,...) of the
[0,7] interval with mesh &, = méaxg—1,__,(tukx —tni—1) cOn-
verging to zero, the limit of such sums depends on the choice
of the tags (i.e. the intermediate points T, € [tyr—1,tnk])
where the integrand function G(s,X (s)) is computed. Diffe-
rent choices lead to different stochastic integrals.

If, for each subinterval k of the partition, we choose as tag
Tuk = Ink—1 the initial point of the subinterval, that has the
advantage of being non-anticipative (the present dynamics is
not affected by the future random fluctuations) and we ob-
tain, assuming appropriate regularity conditions, the [t6 inte-
gral

/0 "G5, X (5)) dW (s)
—1im. Y Gltni 1. X (i)W (1) = Wt 1)), )
k=1

where we have used the mean square limit (L? conver-
gence with respect to @), represented by lLim., of the
Riemann-Stieltjes sums. Under appropriate regularity con-
ditions on G, the Itd integral has excellent probabilistic
properties, like having a null mathematical expectation
E[fyG(s,X(s))dW(s)] = 0, having variance equal to
JoE[G?(s,X(s))]ds and being a martingale as a function of .
However, it does not follow the ordinary calculus rules and
we need a new calculus, the It6 stochastic calculus, which is
characterized by the following differentiation chain rule:

Ito formula (or Ité theorem). Let h(t,x) be C'? (have a
continuous partial derivative in ¢ and first and second or-
der continuous partial derivatives in x), assume F and G sa-
tisfy appropriate regularity conditions, let X (¢) be unique so-
lution of the SDE (1) and consider the stochastic process
Y(¢) = h(t,X(¢)). Its differential, contrary to ordinary cal-
culus rules (based on first order expansions), is based on
the second order expansion in x, dY (¢) = %dl + %dX(t) +

%%(dX (t))%. Note that the second order term (dX(¢))?
would be of lower order than dt in ordinary calculus and, the-
refore, would not appear, but, due to the irregularity of the
trajectories of the Wiener process W(z), this is not true he-
re (note that E[ (W (t +Ar) — W (1))*] = Ar). Therefore, now
(dX(1))? = (Fdt +GdW (1))* = F2(dt)? + 2F GdtdW (1) +
G*(dW (1))* = 040+ G?dt (since the first two terms are of
lower order that dt but the third term is of the same order as
dt). Replacing dX (¢) and (dX(t))? by their expressions and
collecting terms, we obtain the It6 chain rule (with F, G and
h and their derivatives computed at the point (¢,X(¢))):

oh oh_ 13%*h , oh

CARLOS A. BRAUMANN

There are other stochastic integrals corresponding to other
(anticipative) choices or combinations of choices of the tag
points used in the Riemann-Stieltjes sums. The most popular
of them is the Stratonovich integral

5) [ Gls.x(5) aws)

G <tn,k—1 7X(tnk_1)2+x([nk)) (W (tn k) =W (tng1))-

®)

(ngE

=lim.
n—oo

k=1

Since this expression contains a trajectory smoothing, the
Stratonovich integral follows the ordinary rules of calculus,
but in general lacks the nice probabilistic properties of
the Itd integral. Also, for the same functions F' and G,
the solution of the Stratonovich SDE (i.e. the solution of
the SDE one obtains by using Stratonovich integrals) is in
general different from the 1t6 SDE solution. Using (3) and
(5), it is easy to show that the Itd6 SDE dX = Fdt + GdW
is equivalent to (has the same solution as) the Stratonovich
SDE () dX = F*dt + GdW with F* = F — 1G9¢.

Whether one uses Itd calculus or Stratanovich (ordinary
rule) calculus, existence and uniqueness of the correspon-
ding SDE requires some regularity conditions on F and
G and, with appropriate conditions, the solution is even a
Markov process and a diffusion process, satisfying therefore
the Kolmogorov equations. In the particular case of auto-
nomous SDE, i.e., when F(t,x) = F(x) and G(z,x) = G(x),
the solution is even a homogeneous diffusion process. For
these issues, the reader can consult, for instance (Braumann,
2019).

The two calculi, It6 or Stratonovich, can give apparently
different results, leading even to qualitative different con-
clusions. For example, in population growth models in
a random environment, one calculus may predict, under
certain conditions, the extinction of the population with
probability one, while the other, under apparently the same
conditions, may predict a zero probability of population
extinction. Therefore, there has been some controversy in the
literature on applications concerning which calculus is more
appropriate to certain type of applications. Illustrating with
population growth models (with and without harvesting), the
controversy is solved in (Braumann, 2007a,b,c) by showing
that the apparent discrepancy in results is due to the incorrect
implicit assumption that F(t,x) (“average” population
growth rate) has the same meaning under both calculi. That
is not true since F' always represents the arithmetic average
when one uses It6 calculus but (except when the function
G does not depend on x) it usually represents a different
average under the Stratonovich calculus; in the illustrative
models, it represented the geometric average when Stratono-
vich calculus was used. When one attends to the difference
between the averages represented by F in the two calculi,
the results of the two calculi completely coincide. The moral
of the story is that one can use either calculus indifferently
but should be careful when choosing the expression of F’; it
should be the correct expression for the arithmetic mean of
the rate of change if one uses It6 calculus and it should be the
correct expression for the appropriate mean (the geometric
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mean in the illustrative models) of the rate of change if one
uses Stratonovich calculus. More on that can be seen on
(Braumann, 2019). Here we will use It6 calculus.

Let us now focus on Ité unidimensional autonomous SDE
models

dX(t)=F(X(t)) dt+G(X(t)) dW(z), (6)

with known initial condition X (0) = xo and with functions
F(x) and G(x) of class C!. It can be proved that the solution
exists and is unique up to a possible explosion time and, if we
can show that the probability of explosion is zero, then, with
probability one, the solution exists and is unique for all > 0
and is a homogeneous diffusion process with drift coefficient
a(x) = F(x) and diffusion coefficient b(x) = G*(x) (so the
process satisfies the Kolmogorov equations). If the state spa-
ce, i.e. the space where X () takes values, has boundaries r
and ry with —eo < 1| < ry < 400 and G(x) > 0 for x €]r,r2],
we can define, for x €]ry, [, the scale density s(x) and the
speed density m(x) given by

s(x) =exp (— '/: Zba((uu)) du)

mx) = — %)

where z is a fixed but arbitrarily chosen point in the interior of
the state space. A necessary and sufficient condition for the
boundary | to be non-attractive is that [ s(x)dx = +oo for
some ¢] €]ry,r[ (it is enough to check for one such ¢y, be-
cause, if its true for some cy, it is true for all). Similarly, the
boundary r, is non-attractive iff [?s(x)dx = +oo for some
¢ €]r1,r2[. When both boundaries are non-attractive, whe-
never the process approaches a boundary, it is pushed away
towards the interior of the state space and so it is possible
that the transient probability distribution of X (¢) may reach
a stochastic equilibrium as ¢+ — +oo in the sense of conver-
ging in distribution to a stationary distribution. If so, the pdf
of such distribution is called the stationary density p(x) and
is a time-invariant solution of the forward Kolmogorov equa-
tion. Indeed, it can be proved that, if both boundaries are non-
attractive and the speed density is integrable, then the process
is ergodic and such stochastic equilibrium occurs and has a
stationary density given by

m(x)

p(X) = frrlz m(z)dz

(r <x<nr). 8)

More details can be seen, for example, in (Braumann, 2019).

POPULATION GROWTH AND EXTINCTION IN
RANDOMLY VARYING ENVIRONMENTS

Let X(¢) be the size (number of individuals, biomass,
density) of a wildlife population (of animals, plants or
bacteria) at time # with known initial size X (0) = x¢. In the
deterministic case, the contribution of an individual to the
growth of the population is given by the per capita growth
rate (abbreviately, growth rate, difference between the birth
rate and the death rate) R = dx)g% a , which expression may

depend on the time ¢ and the population size x at that time,
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i.e. R = R(t,x). So, we have the deterministic ODE model

PO — Rz, X (1)) or B = R(z, X (1))

Assuming from now on a stable environment, we can
assume an R = R(x) and obtain the autonomous ODE
dXXél)) = R(X(¢))dt. The function R may be constant if resour-
ces are unlimited but, since usually the available resources
are limited, the amount of resources available per individual
(per capita) tends to decrease when the population size x
increases and, therefore, R(x) should be a strictly decreasing
function. Several models satisfying this property have been
proposed like the logistic R(x) = r(1 —x/K) or the Gompertz
R(x) = rln(K/x) (considered at the beginning of this paper),
in which r > 0 is a speed of growth parameter and K > 0
is the carrying capacity of the environment, i.e. the stable
equilibrium size towards which the population size X(r)
converges when t — oo,

If the environment has random fluctuations that affect the
per capita growth rate, their cumulative effect in a time inter-
val [0,¢] can be described by an underlying standard Wiener
process W () multiplied by an intensity factor o(x) > 0. So
we obtain the general SDE population growth model

dX(t)
X(t)

= R(X(1)) di + (X (1)) dW (1)

or, written in the traditional format,
dX(t)=R(X()) X(t)dt+0o(X(¢)) X(¢) dW(t). (9)

We will assume the initial population size X (0) = x( known.
Many specific models, i.e. models with specific forms of the
functions R(x) (logistic, Gompertz, generalized logistic, etc.)
and o(x) (constant or proportional to R(x)), have been pro-
posed in the literature, starting with the pioneering works of
(Levins, 1969; May, 1973; Capocelli and Ricciardi, 1974;
Goel and Richter-Dyn, 1974; Kiester and Barakat, 1974;
Tuckwell, 1974; Roughgarden, 1975).

Let us illustrate (see (Braumann, 2008)) with the Gom-
pertz SDE model R(x) = rln(K/x) with constant noise in-
tensity o(x) = o > 0:

X (1) = r (m K) X(t) di+oX(t)dW ()  (10)

X(1)
with known initial condition X (0) = xo > 0. Let us make the
change of variable Y (¢) = In(X(¢) /K) and use Itd formula to
obtain, after simplifying,

dY (1) = (—rY(l‘) + G;) dt+ocdW(t).

Another change of variable Z(¢) = ¢"Y (¢) and Itd formula

lead to
2

dz(1) = %e”dt e aw (1)

and, by direct integration, to Z(r) = In3 + %2 (" —

o [y e *dW (s), from which we get

1)+

2

Y(1)= <ln xﬁ) e+ T

t
1—e " —|—Ge_”/ emdW (s
)14 (1 roe [ Caw

(1)
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— 2 .t
X(t) :K(xﬁ)exp< Vt)exp (6 (1 _e*rl) -‘1-(767”/ erde<s)) )
K 2 Jo
12)
When ¢ = 0, we retrieve the solution X () = K (%)e’(p(_”)
of the deterministic Gompertz curve, but, while in the deter-
ministic case, X(f) — K as t — +oo (a stable deterministic
equilibrium population size), this is not happening in the sto-
chastic case. To see that, it is easier to work with Y (¢) be-
cause it has a Gaussian distribution with mean (%‘)) e+
%2 (1 —e7™) and variance ‘2’—3 (1—e~2"). This comes from
(11) and the fact that the stochastic integral [je"*dW (s) is
Gaussian (because the integrand is deterministic) and has va-
riance [ e**ds =1 (¢ —1). Of course, X (t) = Kexp(Y (t))
has a lognormal distribution. In this case, Y (f) has a sta-
tionary distribution towards which it converges as t — oo,
which is Gaussian with mean %2 and variance g—f The statio-
nary distribution in terms of the X process is lognormal and
its pdf, called stationary density, is therefore

2\ 2
(%)
_— (x>0). (13)
xy/2n 2 25
So, for the Gompertz model, while in the deterministic
case the population size X (¢) settles down for large ¢ at the
deterministic equilibrium K, in the stochastic case the envi-
ronmental fluctuations will keep the population fluctuating
randomly somewhat around K. It is rather a stochastic equili-
brium, where what settles down is not X (¢) but its probability
distribution, which settles down to the stationary distribution.

Using the techniques at the end of the previous section
and noting that a(x) = r (In &) x and b(x) = 62x?, one can
easily show that the boundaries 7; = 0 and r, = << are both
non-attractive and that the speed density is integrable. So,
without solving the equation, we could have concluded that
the solution exists and is unique always (because we have
C' functions and the non-attractiveness of the +co boundary
prevents explosions), that “mathematical” extinction of the
population (in the sense of population size converging to
zero) has zero probability of occurring and that there is a
stochastic equilibrium with a stationary density. For large ,
the pdf of the X (r) distribution can be approximated by the
stationary density.

This observation is particularly important since, like
for ODE, we are often unable to determine the explicit
solution of an SDE model. We can also, like in ODE, use
numerical methods. In the SDE case, we recur to Monte
Carlo techniques (taking advantage of the Markov property)
to simulate trajectories. That technique, or the numerical
solution of the forward Kolmogorov equation, can be used
to approximate the transient probability distribution of X (7)
when ¢ is not large enough to use the stationary distribution
as an approximation.

The specific models considered in the literature are
certainly useful. However, one would like to have model
robust properties that do not depend on the specific model
considered but rather on the biological properties and so it
is better to use general functions R(x) and o(x) (defined
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for x €]0,4-oo[) satisfying only assumptions dictated by
biological considerations and mild technical assumptions.
From now on, we use the general model (9) and assume R(x)
to be of class C!, strictly decreasing, with limit R(+e) < 0
(since, due to limited resources, a very large population must
have a negative growth rate) and with lim,_,+ R(x)x = 0
(closed to immigration). We assume o(x) > 0 and of class
Cl. In (Braumann, 1999), using the techniques described
at the end of last Section, we studied the properties of this
general SDE model (also in the case of harvested popula-
tions) for the particular case of constant o(x) = ¢ > 0 and
in (Braumann, 2002, 2008) we have extended to general C!
functions o(x) > 0 satisfying an additional mild technical
assumption (which all bounded functions automatically
satisfy). Now the drift coefficient is a(x) = R(x)x and the
diffusion coefficient is b(x) = 62 (x)x>.

We have shown first that the solution exists and is unique.
Notice that the per capita growth rate is affected by the
random environmental fluctuations and so we should look
at some appropriate average. What matters for the fate
of the population in terms of “mathematical” extinction
is its average in the limit when population size — 0T,
when the population grows at the fastest rate per capita
since resource limitations have almost no effect. But, being
growth a multiplicative process, we should not look at the
arithmetic average R(0") (implied in the Itd calculus we
are using here), but rather to the geometric average given
by R(0T) — @. If this quantity is negative, it means
that even the fastest growth is negative on the appropriate
average and “mathematical” extinction will occur with pro-
bability one. If that quantity is positive, then “mathematical”
extinction has zero probability of occurring, the process is
ergodic and there is a stochastic equilibrium with stationary
density, which we can compute using (7) and (8).

There is always some approximation involved when one
uses continuous state models, like ODE or SDE, for the po-
pulation size X (). For large populations sizes, having a non-
integer number of individuals is, in relative terms, a negli-
gible error and so we can use these models as excellent ap-
proximations. But that is not the case when the population is
very small, particularly so when we are talking about extin-
ction. We have spoken about “mathematical” extinction (po-
pulation size converging to zero) and, under certain condi-
tions, we saw that it does not happen, but, since the process is
ergodic under those conditions, the solution X (¢) of the SDE
will sooner or later take values like 0.4 individuals before co-
ming back to higher numbers. When that happens, although
not “mathematically” extinct, the population is extinct in rea-
listic terms. If we set up a small extinction threshold a with
0 < a < xo and consider realistic extinction happens when
the population crosses the threshold, then all populations will
become realistically extinct, even those that have a zero pro-
bability of becoming ‘mathematically” extinct.

So, the real issue is not whether realistic extinction will
occur (it will), but rather how long does it take, i.e., we are
interested in the extinction time T,, the first passage time of
X (t) through the extinction threshold a. We can also study
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Figure 3: Plot of rE[T] as a function of z = x/a for the SDE
Gompertz model (10) and two parameter combinations. Notice that
the vertical axis in the bottom plot is not in the natural scale, so the

mean number of ideal generations to extinction is of the order of
10%, Figure taken from (Carlos and Braumann, 2006).

T, when b is a high threshold b > xo, as well as T, the
first passage time through either threshold. Expressions for
the moments and the study of the behavior of the expected
value and the variance of such passage times for these type
of models and its applications can be seen in (Carlos and
Braumann, 2005, 2006; Carlos et al., 2013; Braumann, 2008;
Filipe et al., 2015; Braumann, 2019). As a function of x, the
mean extinction time is very low when xj is close to a but, as
Xo increases, it rapidly reaches a plateau and becomes almost
insensitive to the initial population size. Depending on the
specific models and parameters, that plateau can range from
a few generations to times far larger than the age of the
universe. For the SDE Gompertz model (10), Fig. 3 plots
rE[T,] (expected value of T, measured in number of “ideal”
generations, since 1/r is a proxy of generation time) as a
function of z = xp/a (so values of z close to one correspond
to xp close to a) for two parameter combinations.

Some populations, however, are subjected to Allee effects
(see (Allee et al., 1949)), in which small population sizes,
instead of having the highest per capita growth rates as
would be expected since resource limitations barely affect
them, have on the contrary depressed growth rates. That
may be due to individuals having difficulty in finding
mating partners (being few they might be very dispersed
geographically) or requiring a minimum population size
to mount an effective group defense from predators or, the
other way around, requiring a minimum size to effectively
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group hunt their prey. With Allee effects, R(x) will only be
strictly decreasing due to resource limitations for population
sizes above a certain threshold size L but, for sizes lower
than L, Allee effects will prevail and R(x) will be an
increasing function (since Allee effects will become weaker,
and so the growth rate less depressed, as the population size
increases). Specific models were studied, for instance, by
(Dennis, 2002; Engen et al., 2003). The study of Allee effect
models with a general R(x) function was held in (Carlos and
Braumann, 2017).

HARVESTING AND HARVESTING OPTIMIZA-
TION

If the population (say a population of fish, but it could be
a population of trees or of wild birds) is being harvested, we
can use the general model

dX (1) = (ROX (1)) —qE(t.X (1)) X (¢) di+G (X (1)) X (1) dW (1),

(14)
where gE(t,x) is, at time ¢ when the population has size x,
the additional per capita mortality rate of the population
caused by the harvesting activity. It is assumed proportional
to the harvesting effort E(t,x) > 0 (measured, in the case
of fishing effort, by the number of fishing vessels adjusted
by their efficiency and fraction of time they are in use). The
constant of proportionality g > 0 is called the catchability in
the fishing literature. Now, the arithmetic average of the per
capita growth rate is the arithmetic average of the net growth
rate R(x) — gE(t,x), the difference between the arithmetic
average natural growth rate R(x) and the additional mortality
rate gE(¢,x) caused by fishing. The amount of fish caught
per unit time is H(¢,x) = gE(t,x)x and is called the yield in
the harvesting literature.

The pioneer works (Beddington and May, 1977; Gleit,
1978; May, 1973; Braumann, 1985) were on specific models
assuming specific functions R(x) and o(x). They also
assumed the fishing efforts to depend only on the size of the
population, i.e. E(t,X(r)) = E(X(¢)), so that the SDE (14)
would become autonomous and we could determine con-
ditions on the effort to avoid “mathematical” extinction of
the fish population and to allow for a stochastic equilibrium
with a stationarity density.

The study of general autonomous models with arbitrary
R(x) and o(x) satisfying the assumptions mentioned in the
previous Section and arbitrary C' autonomous effort E (x)
can be seen in (Braumann, 1999) for the case of constant
noise intensity o) and in (Braumann, 2002) for the most
general case. The conclusions are similar to the general
SDE population growth models, except that now one should
use, instead of the natural growth rate of the population, its
net growth rate (natural growth rate minus the additional
mortality rate caused by fishing).

If, for vanishing population sizes, the geometric average

+y _ o*(0h) Y -
net growth rate R(0") — =——— — gE(0") is negative,
“mathematical extinction” of the population will occur with
probability one. That happens if we are overfishing, i.e. if,
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when the population size is small, the fishing effort E(07) is
so high that the additional mortality rate caused by fishing
gE(0T) exceeds the geometric average natural growth rate
R(0+) _ m_
2

If we are not overfishing, i.e. if the geometric average net
growth rate at small population sizes is positive, “mathema-
tical” extinction has zero probability of occurring and the
process is ergodic with a stochastic equilibrium and a statio-
nary density p(x) (pdf of the limiting probability distribution
as 1 — +o0). Let X(4o0) denote the equilibrium random
variable having pdf p(x). One can then study the effect at
the stochastic equilibrium of the fishing effort E(x) on the
expected yield E[H (40, X(+))] = [y~ gE(x)x p(x)dx
or on the expected profit. Usually, one takes a sim-
ple profit structure in which the profit per unit time is
I(t,x) = p1H(t,x) — co — c1E(x) (where p; > 0 is the
unit price, for example the price per kg, at which the
fish is sold, ¢y > O are the fixed costs and ¢; > 0 is the
cost per unit effort) and looks at E[[I(4oc0, X (+c0))] =

Jo'= (PaE(x)x — co— c1E(x)) p(x)dax.

Another approach tries to keep adjusting the effort E (¢, x)
over time according to the evolution of the population size
in order to maximize the overall expected profit (with a
discount rate § > O that takes care of depreciation costs
such as the cost of opportunity of the investment) over some
time horizon [0,T] (where T can be finite or infinite). So, it
tries to optimize E { ) e ¥ T1(1,X (1)) dt} , called the present
value, not caring if the optimal policy leads or not to the
extinction of the population. We can cite pioneering works
of (Lungu and @ksendal, 1997; Alvarez and Shepp, 1997,
Alvarez, 2000).

One of the techniques, considering that we can control
the effort E(¢,x) and so can use it as a control, is based
on stochastic optimal control theory and the use of the
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation. In (Brites and
Braumann, 2017) and (Brites and Braumann, 2019b) that
technique was used, together with Monte Carlo simulations
of the SDE and a Crank-Nicholson discretization of the
HIB equation, for the case of constant noise intensity
0(x) = o and a more complex profit struture I(z,x) =
(p1—p2H(t,x))H(t,x) — co — (c1 + c2E(t,x)) E(t,x) (with
p2 > 0 and c2 > 0). Those papers consider the application to
specific real fisheries using, respectively, the logistic model
R(x) = r(1—%) and the Gompertz model R(x) = rln (X).
The growth parameters » and K and the cost and price pa-
rameters of those specific fisheries came from (Hanson and
Ryan, 1998) and (Kar and Chakraborty, 2011), respectively.

In those papers, one can see in the optimal variable effort
policy (the one obtained from stochastic optimal control
theory that maximizes the present value, i.e. the expected
discounted profit over a time horizon) a serious applicability
problem not found when using optimal control theory in de-
terministic models. Namely, the optimal effort E*(z,x) keeps
changing all the time accompanying the random fluctuations
of population size induced by the effect of environmental
fluctuation on the natural growth rate. Those changes include
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frequent periods with zero or low effort (where the fishery
stops or has very little activity) and periods of fishing at
the highest possible effort. Therefore, since in practice it
is operationally not possible to keep changing the fishing
effort all the time and so abruptly, this optimal fishing policy
is not applicable. Also, in the periods of no or low fishing,
fishermen unemployment occurs, with the corresponding
social problems (or hidden unemployment compensation
costs not taken into account in the used profit structure).
Furthermore, at every time, we need to know the population
size of fish since we need it to compute the optimal fishing
effort to apply at that time. But estimating the population
size cannot be done all the time because it is a difficult and
costly process (another hidden cost not contemplated in the
profit structure); also, the estimates are innaccurate, so we
may compute an innaccurate value for the fishing effort to

apply.

In those papers, it was also determined what would
happen if one applies a constant effort fishing policy with
E(t,x) = E. This is operationally extremely easy to apply
because the fishing effort is the same all the time and does
not change with the changes in the population size. So, there
are no periods of zero or low effort and so there are no social
problems or hidden costs. There is also no need to estimate
the population size all the time since it is not required
in the computation of the effort. We chose the optimal
sustainable effort, i.e. the value E** of the constant effort £
that maximizes the expected profit at the stochastic equili-
brium E[[I(++e0, X (+0))] = [;™ ((p1 — p2 ¢Ex) gEx —co
— (c1 + 2E) E) p(x)dx, which can be easily obtained.
Then we compare this sustainable policy with the previous
optimal variable effort policy in terms of their present
values in a T = 50 years horizon. Of course, the previous
optimal variable effort policy, if it could be applied in
practice, would maximize the present value and so it gives
a better present value than the optimal sustainable policy.
The question is: how worse is the present value of the
sustainable constant effort policy (which is easily applicable
and free of social problems) compared to the present value
of the (inapplicable) optimal variable effort policy? It is only
4,1% worse for the logistic model and 1,5% worse for the
Gompertz model! For lack of information, those papers did
not take into account the hidden costs of the inapplicable
policy, but it is possible that, if they did, it might turn out
that the sustainable constant effort policy would be better
even in terms of profit.

Fig. 4, taken from (Brites and Braumann, 2017), shows
the comparison for the logistic model of the two policies in
terms of population size, effort and profit per unit time dyna-
mics. The thin lines correspond to one simulated trajectory
chosen at random and correspond to what the fishermen will
typically experience (maybe they will experience a different
trajectory but with a similar typical behavior). The solid li-
nes are the average over 1000 simulated trajectories, which
is a good approximation of the expected values. Looking at
the effort, one can see the problems with the optimal variable
effort policy. Looking at the profit per unit time, although the
optimal effort policy has usually a better expected value (as
seen looking at the solid lines), if we look at the thin lines
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to see what the fishermen will typically experience, it is ob-
vious that the profit is very unsteady over time in the optimal
variable effort policy. On the contrary, although not having a
constant profit (even though the effort is constant, the popu-
lation size fluctuates and so does the profit), one can see that
the constant effort policy provides a much steadier profit.

Other fishing policies, somewhere in between the constant
effort and the optimal variable effort, could be used to try
to improve the profit in comparison with the constant effort
policies while attenuating the problems of the optimal varia-
ble effort policy we have mentioned. Their study can be seen
in (Brites and Braumann, 2019a,b,c). The treatment of fish
populations having Allee effects can be seen in (Brites and
Braumann, 2020).

INDIVIDUAL ANIMAL GROWTH MODELS IN
RANDOM ENVIRONMENTS

In the Introduction we have mentioned that the traditional
use of regression models based on growth curves to study
the individual growth of animals (or, for that matter, of
plants, particularly trees) is inappropriate because it ignores
the dynamics of the growth process and the influence on the
growth rate of random variations in internal and external
environmental conditions. We have even given as example
of a typical deterministic growth curve used in the literature,
the Gompertz curve and showed on Fig. 2 that the observed
evolution of the size of a cow indicates the existence of
such fluctuations. The Gompertz growth curve in fact results
from growth dynamics governed by a Gompertz ODE model
X0 — X (t)In %, where X(t) is the size of the animal,
K > 0 is the size at maturity and r > 0 is a parameter that
characterizes the speed of approach to maturity. So, if one
takes into account the effect of random fluctuations, one
should use an SDE model. This was proposed by (Garcia,
1983) and applied to the growth of trees.

But the Gompertz curve is just one of the several determi-
nistic models proposed in the literature for individual growth.
However, as also shown in (Garcia, 1983), the classical most
used deterministic growth curves can be described as the re-
sult of growth dynamics driven by a common ODE model
dZS') =r(A—Y(t)) with r > 0, where Y (¢) is not the actual
size of the individual at age ¢ but rather a modified size by
some strictly increasing C' function h, i.e. Y (¢) = h(X(¢)),
where X (7) is the actual size. When A(x) = x we get the mo-
nomolecular growth curve, when h(x) = x¢ (¢ > 0) we get
the Bertalanffy-Richards curve, when A(x) = Inx we get the
Gompertz curve (which can be considered a limiting case
of the Bertalanffy-Richards curve when ¢ — 07), and when
h(x) = —1/x we get the logistic curve. Of course, the mo-
dified size at maturity is A = h(K), where K > 0 is the ac-
tual size at maturity. Then, one can consider also a common
SDE model that takes into account the effect of environmen-
tal fluctuations on the growth process, namely

dY(t)=r(A=Y@))dt+ocdW(t) (t>1,Y(t)=y0),
(15)
where ¢ > 0 measures the intensity of the effect on Y of the

environmental fluctuations, 7y is the age of the initial (assu-
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med known) size observation X (z9) = xo and yp = h(xo). The
solution of (15) is, for t > 1y,

t
Y(t) :A+e_r(t_t0)(y()*A)+O’€_r(t_t0)/ erde(S). (16)

fo
Notice that Y (¢) is Gaussian with mean A 4 ¢~"(~10) (yy — A)
. 2 S .
and variance §- (1 —e’2r<”’0)). Likewise, since Y () is a
homogeneous diffusion process, the transition distribution

between two ages s and ¢ > s (both > 1), given the value of
Y (s) = y,, is also Gaussian with mean A + e~ (y; — A)

. 2 , . L
and variance §- (1 - e’2’<”*)). The stationary distribution

of Y, obtained by letting t — +oo, is also Gaussian with mean

. 2 . .
A and variance %. Of, course, using the transformation

h, one can easily obtain from the transient, transition and
stationary distributions of the Y process the corresponding
distributions of the actual size process X.

Modifications of this model have been proposed. We
might have two (or more) growth phases (as may happen in
cows before and after weaning due to different food diets)
with two different growth parameters, r; for ages t < u
and r, for ¢t > u; these biphasic models were studied in
(Filipe et al., 2012). It is also possible that, due to genetic
differences for instance, different animals have different
parameter values, say different maturity sizes K; so, when
we study a certain animal breed, we may need to take that
into account and assume, for example that the modified
maturity size A varies randomly among the individual
animals of the breed, with a Gaussian distribution. These
are mixed models that have been studied and applied to the
Mertolengo breed of cows (data provided by the producer’s
association ACBM, Associacdo de Criadores de Bovinos
Mertolengos) in (Braumann et al., 2009).

For the applications, one needs to deal with statistical
issues of estimation, model choice and prediction, which
pose more complex issues for modified models (like the
biphasic or the mixed models), but can be easily handled
for the basic model (15) if we have (as we do) a reasonable
number and age range of observed sizes for many different
animals (Filipe et al., 2010; Braumann et al., 2009). We
may assume different animals correspond to independent
realizations of the stochastic process so that the likelihood
function of the observations is just the product of the like-
lihoods of the individual animals. By the Markov property
of the Y process, the likelihood function for one animal
is just the product of the transition densities between the
consecutive observations made on that animal, and such
transition densities are, as we have seen, Gaussian. So, one
easily obtains the likelihood function and can maximize it to
obtain the maximum likelihood estimates of the parameters
r, A and o; their approximate confidence intervals can be
obtained by the traditional method, using the inverse of the
empirical Fisher information matrix. For example, from
the data on 16201 bovine Mertolengo males provided by
ACBM and using the Gompertz model, the 95 % confidence
intervals were 630.1 4 6.4 kg for K = ¢*, 1.42240.012 per
year for r and 0.340 & 0.002 per year'/? for o, as can be
seen in (Filipe, 2018).
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Optimal sustainable policy (constant effort)
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Figure 4: On the left is the optimal variable effort policy and on the right the optimal sustainable constant effort policy. Thin lines
correspond to one randomly chosen simulated trajectory (representing what fishermen typically experience) and solid lines to the average
of a 1000 simulated trajectories (an approximation of the expected values). The Figure is taken from Brites and Braumann (2017) and
shows, using the application of an SDE logistic model with fishing, the evolution with time (in years) of the population size (on top, in
kg), of the fishing effort (in the middle, in standardized fishing units) and of the profit per unit time (at the bottom, in US dollars per year).

If we have enough data and no assumptions on the growth
dynamics, we may wish to use a general model dY () =
fY(t))dt+o(Y(t))dW(r) and estimate the drift coefficient
f(y) and the diffusion coefficient 62(y) by nonparametric
methods; this was done in (Filipe et al., 2010), where it tur-
ned out that the estimated coefficients were relatively close
to the coefficients of the Gompertz model and also of the
Bertalanffy-Richards model with ¢ = 1/3, so that this speci-
fic models were somewhat “validated” as reasonable models.
Actually, comparisons of several specific models using AIC
show that these two models have the best performances.

Prediction issues were discussed in (Filipe et al., 2013).

In (Filipe et al., 2015), a farmer optimization issue was
studied. Suppose a farmer buys an animal having weight x
at age o (usually right after weaning) in order to raise (fi-
nishing phase) and sell it to the meat market at a later age
t >ty with weight X (¢) yet unknown. In the process, the far-
mer makes a profit I1(¢) = p1X(¢) — co — ¢1(t — tp), where
p1 is the selling price per kg of live weight, cq are the fixed
costs (like, for example, the price the farmer paid for the ani-
mal at age fy, transportation costs, veterinary costs, certain
licenses and taxes) and ¢ are the variable costs per unit time
of raising the animal (such as feeding and handling costs).
The paper shows how to determine the optimal selling age
t in order to maximize the expected profit E[I1(r)] and ap-
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plies the results to the Mertolengo breed using information
on typical costs and market meat prices. Instead of choosing
a fixed age ¢ (preferably the optimal one) to sell the animal,
one could alternatively choose a fixed weight M and sell the
animal when it reaches that weight (irrespective of its age).
To choose the optimal M, one needs to maximize the expec-
ted profit E[P(M)] where P(M) = p1M —co—c1 (T — tp) and
Ty is the first age at which the animal reaches the weight M.
That problem was also solved in (Filipe et al., 2015) using the
study made on first passage times 7y, in (Carlos et al., 2013).
Curiously, this second approach turns out to give a slightly
better average profit that the first approach, but it has the in-
convenience of having to keep weighting the animal until it
reaches the target optimal weight.

CONCLUSIONS

We have given a general birds eye view on how to model
the growth of a wildlife population living in a randomly
varying environment by using stochastic differential equa-
tions, and use the models to study important issues such
as the risk of extinction. Since we are dealing with similar
models, the paper also presents the modeling of the growth
of individual animals (or plants like trees). These models
have many important applications, for which we gave two
examples concerning profit optimization in fisheries and in
animal production farming.

Many other biological applications could be given, in
ecosystems management, in epidemiology, in physiology,
in medical applications, in demography and in many
other areas traditionally handled by ordinary differential
equation models but for which random fluctuations in
non-directly modelled internal and external environmental
factors do require a stochastic differential equation approach.

On the technical side, here we have just treated unidi-
mensional models where the “underlying environmental
noise” can be handled (in its cumulative form over time)
by a Wiener process, which is characterized by the conti-
nuity of its trajectories and by its independent increments.
There are, however, extensions to multidimensional models
(for instance, if we have to consider different interacting
populations). There are also extensions to “noises” with
jumps or with correlated increments, although for most
practical applications, the approach taken here of using a
Wiener process approximation, besides being much simpler,
is sufficiently accurate.

Also the statistical issues were just briefly mentioned and
only for an ideal situation in which we can explicitly obtain
the likelihood function, which involves the exact knowledge
of the transition densities. But, in most cases, one cannot
solve explicitly the SDE and needs to use approximate
expressions for the transition densities or recur to Monte
Carlo simulation techniques, issues that are out of the scope
of this paper.

Of course, in order to give the reader a flavor on SDE,
we have also given here a quick and dirty introduction to its
theory, but, for those interested in pursuing work on mode-
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ling with SDE, we recommend further consolidating reading,
like, for example, (Braumann, 2019), (Arnold, 1974) or
(@ksendal, 2003). The reading of a few papers from the ones
recommended in the References or others in application sub-
jects that might interest the reader will be also recommended.

I am sure the reader understands that my main purpose
is not to give a comprehensive treatment, nor that would be
feasible in a short dissemination paper. Rather, the aim is to
introduce the subject, using mostly material that I have wor-
ked with, to give a rough idea of its usefulness and potential
range of applications to the reader not yet acquainted with
it. If this managed to attract a few readers to the subject and
maybe drive some to develop further ideas and new areas of
application, all the better.
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Resumen— Hacer operativo el concepto de sostenibilidad es un desafio importante en la gestién de recursos naturales, problemas de
conservacion de la biodiversidad, el cambio climdtico y la epidemiologia, entre otros. Diferentes enfoques se han propuesto, basados
en restricciones y umbrales que consideran no sobrepasar indicadores bioldgicos, ecoldgicos, econdmicos o sociales como metas para
los objetivos de una gestion sostenible. Cuando las restricciones inducidas por umbrales deben satisfacerse a lo largo del tiempo, estos
problemas pueden formularse en el marco matemdtico de la teoria de la viabilidad, como han propuesto numerosos autores durante las
ultimas décadas. El eje central de estos enfoques ha sido principalmente el célculo del niicleo de viabilidad, concepto clave en la mencionada
teorfa, que consiste en el conjunto de estados iniciales del sistema a partir del cual es posible satisfacer las restricciones prescritas a lo largo
del tiempo. Nuestro enfoque en los dltimos afios ha sido en el sentido inverso, consistente en determinar los umbrales para los que existe
una trayectoria que satisface las restricciones parametrizadas por dichos umbrales, a partir del estado actual de un sistema. El conjunto
de todos estos umbrales se denomina conjunto de umbrales sostenibles, que corresponde al operador inverso del niicleo de viabilidad.
Este nuevo concepto, y su célculo, proporciona una herramienta para la gestién y visualizacion de multiples objetivos relacionados con la
sostenibilidad que se puede alcanzar, permitiendo observar la (in)compatibilidad y compensaciones entre ellos. En este trabajo revisamos
la definicién del conjunto de umbrales sostenibles, presentando algunas interpretaciones y un método para calcularlo, resumiendo trabajos
recientes desarrollados con varios coautores.

Palabras clave—sostenibilidad, teoria de la viabilidad, umbrales sostenibles, maximin, programacién dindmica

Abstract—Operationalizing sustainability is a major challenge in natural resource management, biodiversity conservation problems, the
climate change, and epidemiology, among others. Approaches based in constraints and thresholds have been proposed considering not to
exceed biological, ecological, economic, or social indicators as goals for sustainable management objectives. Whenever the constraints
induced by thresholds have to be satisfied over time, such problems can be formulated into the mathematical framework of viability theory,
as has been proposed by numerous authors during the last decades. The focus of these approaches, has been mainly the computation of
the viability kernel, the key concept in the mentioned theory, and consisting in the set of initial states of the system from which is possible
to satisfy prescribed constraints along the time. Our approach in the last years has been in the inverse sense, consisting in determining the
thresholds for which there exists a trajectory satisfying constraints parametrized by such thresholds. The set of all these thresholds is called
the set of sustainable thresholds, that corresponds to the inverse operator of the viability kernel. This new concept and its computation,
provide a tool for the management and visualization of multiple objectives related to sustainability that can be accomplished, allowing to
observe their (in)compatibility and trade-offs. In this paper, we review the definition of the set of sustainable thresholds presenting some
interpretations and a method to compute it, summarizing recent works developed with several co-authors.

Keywords—sustainability, viability theory, sustainable thresholds, dynamic programming.

INTRODUCCION contextos: Asheim (2007); Cairns y Long (2006); Doyen
y Martinet (2012); Fleurbaey (2015), en particular en el
partir del Informe Brundtland et al. (1987), que de la economia ecoldgica, ambiental y de los recursos. En

proporciona una definicién unificadora del desarro- ~ ©€sa perspectiva, el enfoque de maximizar una funcién de
llo sostenible, se pueden identificar varios estudios que utilidad con una tasa de descuento, es calificado como la

proponen cémo hacer operativa esa definicién en diversos dictadura del presente por Chichilnisky (1996), debido

37



SOBRE EL CONJUNTO DE UMBRALES SOSTENIBLES

a que este criterio descuida la utilidad a largo plazo, lo
que conlleva a trayectorias insostenibles para las futuras
generaciones. Entre los enfoques y criterios alternativos
relacionados con la sostenibilidad cuantitativa, se encuentra
el maximin Solow (1974), definido como el nivel de utilidad
mds alto que puede sostenerse en el tiempo, promoviendo
asi la equidad intergeneracional. Sin embargo, el uso de
métodos de optimizacién para cuantificar la sostenibilidad,
incluido el criterio maximin, es criticado globalmente en
Howarth (1995); Martinet (2011), donde se argumenta que
es necesario imponer condiciones de sostenibilidad antes de
la maximizacién de cualquier funcién de bienestar social.

En este sentido, la consideracién de restricciones bioldgi-
cas, ecoldgicas, sociales o fisicas para cumplir los objetivos
a lo largo del tiempo surge como una cuestién crucial. El
enfoque en términos de restricciones y objetivos estd bien
adaptado para abordar problemas de conservaciéon de la
biodiversidad, en los que se suelen preferir las limitaciones
ecolégicas a las evaluaciones de utilidad o monetarias
(véase, por ejemplo, los objetivos de biodiversidad de Aichi,
formulados por el Convenio sobre la Diversidad Bioldgica),
o para abordar la cuestiéon del cambio climdtico, como
ilustra el protocolo de Kioto, en el que los objetivos fisicos
se definen en términos cuantitativos. En este marco, los
puntos de referencia que no deben traspasar los indicadores
bioldgicos, ecoldgicos, econdmicos o sociales representan
objetivos de gestion sostenible. Como ejemplos de este
enfoque, se pueden mencionar el concepto de Estdndares
Minimos de Seguridad (SMS) Margolis y Naevdal (2008),
donde se introducen umbrales de inflexién y zonas de riesgo,
o el Enfoque de Ventanas Tolerables (TWA) Bruckner et al.
(1999), basado en limites seguros y regiones de viabilidad.
Del mismo modo, en Rockstrom et al. (2009) desarrollan
un marco basado en restricciones que definen el espacio
operativo seguro (SOS) para la humanidad, asociado a los
subsistemas o procesos biofisicos del planeta.

Con una perspectiva de equidad intergeneracional, si las
restricciones inducidas por los puntos de referencia, umbra-
les, limites, normas o puntos de inflexion deben satisfacerse
a lo largo del tiempo, estos problemas relacionados con la
sostenibilidad pueden formularse en el marco matematico
de la teoria de la viabilidad Aubin (1990); De Lara y Doyen
(2008); Doyen et al. (2019). Interpretando las restricciones
como derechos minimos que deben garantizarse a todas las
generaciones, la teorfa de la viabilidad puede utilizarse para
abordar estos problemas de sostenibilidad Baumgartner y
Quaas (2009); Doyen y Martinet (2012). De hecho, este
enfoque ha sido aplicado por numerosos autores a la gestion
sostenible de recursos renovables a los que se refieren
Béné y Doyen (2000); Béné et al. (2001); Doyen et al.
(2017); Krawczyk et al. (2013); Péreau et al. (2012); Pereau
et al. (2018). En Oubraham y Zaccour (2018), los autores
ofrecen una visién completa de estos estudios, destacando
la aplicacion de conceptos y herramientas de la teoria de
la viabilidad a la gestion sostenible de recursos renovables,
incluidos los ecosistemas y las poblaciones, como la pes-
cay especies no marinas, el medio ambiente y otros recursos.

Los enfoques de maximin y viabilidad estdn fuertemente

PEDRO GAJARDO

conectados, ya que el maximin surge como una viabilidad
mdxima - Doyen y Gajardo (2020); Doyen y Martinet
(2012); Martinet y Doyen (2007) -. Mds concretamente, en
Doyen y Martinet (2012) se demuestra que la funcién valor
de un problema maximin es la solucién de un problema de
optimizacion estitico que involucra al nicleo de viabilidad
como restriccion.

Las aplicaciones tradicionales de la teoria de la viabilidad
a la gestién sostenible de recursos naturales (incluyendo
aspectos ecolégicos, econémicos o sociales) se basan en
la determinacién del llamado niicleo de viabilidad, un
conjunto formado por las condiciones iniciales de las
variables de estado, que aseguran la existencia de al menos
una trayectoria (viable) de estados que puede satisfacer las
restricciones impuestas que representan la sostenibilidad
(ver Baumgartner y Quaas (2009); Béné et al. (2001); Cissé
et al. (2013); De Lara y Doyen (2008); Doyen et al. (2017);
Doyen y Martinet (2012); Krawczyk et al. (2013); Péreau
et al. (2012) y sus referencias). Si el estado actual de los
recursos no es viable, es decir, si no hay una trayectoria
futura viable capaz de satisfacer las restricciones de soste-
nibilidad, se sugiere entonces la recuperacién de los recursos.

A pesar de las diversas aplicaciones de la teorfa de la
viabilidad, uno de los inconvenientes del nicleo de viabili-
dad es que puede contener estados que no son alcanzables
desde el estado actual de los recursos a estudiar, lo que hace
indtil su calculo, tarea que, en general, es muy dificil. En
lugar del nicleo de viabilidad, en los dltimos afios hemos
propuesto centrarnos en el conjunto de umbrales sostenibles,
un conjunto de umbrales que parametrizan las restricciones
de sostenibilidad que pueden satisfacerse en el futuro, dado
el estado actual de los recursos. Este conjunto representara
la capacidad (o incapacidad) de los recursos para sostener
las restricciones de sostenibilidad especificadas, ademds de
mostrar todas las restricciones que pueden satisfacerse a
partir del estado actual, que puede ser muy malo, en caso de
que solo puedan sostenerse en el tiempo restricciones muy
poco exigentes.

Desde el punto de vista matematico, el uso del nicleo
de viabilidad y el del conjunto de umbrales sostenibles
son enfoques equivalentes, ya que uno es el mapeo inverso
del otro. Sin embargo, para asistir al proceso de toma de
decisiones, creemos que el conjunto de umbrales sostenibles
es visualmente mas atractivo porque contiene mas informa-
cién util que el ndcleo de viabilidad y tiene propiedades
matemdticas (no compartidas por el nicleo de viabilidad)
que deberian hacer de su cédlculo una tarea mds abordable.

En el presente articulo, consideraremos un sistema dina-
mico controlado a tiempo discreto (Secciéon Definiciones
preliminares), donde las variables de estado pueden repre-
sentar por ejemplo uno o varios recursos naturales, diferentes
especies, emisiones, o diversas cantidades de interés que
evolucionan en el transcurso del tiempo. El o los controles
seran las decisiones exdgenas que modifican la evolucion
del sistema. El objetivo es que tanto las trayectorias de
estado y controles satisfagan restricciones, parametrizadas
por umbrales, a lo largo del tiempo. En ese contexto,
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definiremos el conjunto de umbrales sostenibles y veremos
su relacion con el nicleo de viabilidad (Seccién Nicleo de
viabilidad y el conjunto de umbrales sostenibles). Luego
presentaremos caracterizaciones que involucran estos obje-
tos, mediante problemas de optimizacién de tipo maximin
(Seccién Umbrales sostenibles y maximin), estableciendo
un estrecho vinculo entre tal tipo de problemas, estudiados
hace mucho tiempo en sostenibilidad cuantitativa, y la teoria
de la viabilidad. Finalmente en la Seccién Principio de
Programaciéon Dindmica presentaremos un resultado que
permite disefiar un método numérico, basado en el principio
de la programacién dindmica, para calcular los umbrales
sostenibles eficientes (frontera débil de Pareto), y de esa
forma obtener el conjunto completo.

DEFINICIONES PRELIMINARES

El contexto matemadtico general en el cual se plantea es-
ta revision, es un sistema dindmico determinista en tiempo
discreto, que se escribe de la siguiente forma:

{ x(t+1) = D(x(1),u(t))

x(ty) = xp dado,

to<t<T
(D

donde x(r) € X C R" es la variable de estado (e.g., niveles
de uno o varios recursos naturales, de diversas especies, 0
la cantidad de individuos en compartimentos en modelos
epidemioldgicos), u(t) € U C R™ es el control o decisién
que afecta la evolucién de las variables de estado (e.g.,
esfuerzo de captura, cosecha, o medidas de mitigacién de
una enfermedad), D : X x U — X representa la dindmica,
to € N es el periodo de tiempo inicial en el que se realiza
el andlisis y 7 € NU{+oo} (T > t9) es el horizonte de tiempo.

Para simplificar la presentacion, consideraremos solo
sistemas auténomos, pero todo lo que expondremos es
facilmente extendible a sistemas no-auténomos.

Establecido el sistema dindmico (1), lo que en esencia es
un trabajo multidisciplinario que involucra el modelamiento,
identificacién y estimacién de pardmetros, nos situaremos en
un contexto donde es deseable que las trayectorias de esta-
dos y controles satisfagan restricciones a lo largo del periodo
de tiempo en estudio. Un ejemplo ilustrativo es el caso en
que (1) representa la evolucién de un sistema medioambien-
tal sujeto a restricciones de preservacion y produccion (De
Lara y Doyen (2008); Doyen et al. (2017); ICES (2004)). En
un contexto general, escribiremos

Li(x(t),u(t)) > 6;,

donde para j=1,...,p, las funciones /; : X x U — R re-
presentan indicadores de calidad, métricas u observaciones y
0 =(61,...,0,) € R” es el vector donde la componente j es
el umbral correspondiente a la restriccién /;. De esta forma,
el sistema dindmico controlado con restricciones que estu-
diaremos es

x(t+1)=D(x(r),u(r))
x(tp) = xo dado 3)

Ii(x(t),u(t)) > 0;, j=1,...,p,

j=bL....p; 00<t<T, (2)

fh<t<T

to<t<T
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En la literatura de los tltimos afios, podemos encontrar
diversas investigaciones cuyo objeto de estudio se puede es-
cribir de la forma anterior (en tiempo discreto o continuo), y
que han sido motivados por la gestién de recursos pesqueros
- Cissé et al. (2013); De Lara et al. (2007a); Doyen et al.
(2017, 2012); Eisenack et al. (2006); Mullon et al. (2004);
Péreau et al. (2012) -, la gestidn de recursos forestales - Ber-
nard (2010); Bernard y Martin (2013); Mathias et al. (2015);
Rapaport et al. (2006) -, el cambio climitico Aubin et al.
(2005, 2012), los sistemas agro-ecolégicos - Baumgartner y
Quaas (2009); Durand et al. (2017); Sabatier et al. (2015),
y el control de epidemias Barrios et al. (2018); De Lara y
Sepulveda-Salcedo (2016); Sepulveda-Salcedo y De Lara
(2019) -.

Al observar el sistema (3), representando este una situa-
cion ideal o deseable, la pregunta natural que nos podemos
hacer es si existe una trayectoria de controles (decisiones)
u(-) = (u(to),uto +1),...,u(T)) tal que las restricciones
estipuladas en (3) se puedan satisfacer. Evidentemente, la
respuesta dependerd del estado inicial del sistema xp y de
las restricciones que estdn parametrizadas por el vector de
umbrales 6 = (6y,...,0,) € RP. La compatibilidad entre
ambos objetos, es lo que abordamos en la préxima seccion.

NUCLEO DE VIABILIDAD Y EL CONJUNTO DE
UMBRALES SOSTENIBLES

En el contexto del sistema dindmico controlado (3) con
restricciones mixtas (de estado y control), la teoria de la via-
bilidad se ha concentrado en analizar y calcular el niicleo de
viabilidad (ver Aubin (1991)), concepto clave en dicha teo-
ria, y que consiste en el conjunto de condiciones iniciales xg
para las cuales el sistema (3) es factible, es decir, existe una
secuencia de decisiones u(-) que permite satisfacer las res-
tricciones. El niicleo de viabilidad se define entonces por

Ju(-) y x(-) satisfaciendo
x(l‘()) = X0

VT(Z‘(),G) déf x0 €X x(t+ 1) :D(X(l),u(t))
ut)elU 'y

1i(x(1),u)) > 6, Vi=1,..p

Vig<t<T

“4)

El nicleo de viabilidad Vr(f,6) C X C R”", asociado al
vector de umbrales 8 € R”, juega un rol fundamental (en
tiempo discreto y continuo) en el andlisis de la consistencia
entre un sistema dindmico controlado y las restricciones a
las cuales estd sujeto, siendo clave también en el disefio de
controles viables. Desafortunadamente, su calculo presenta
diversas complejidades.
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De la definicién del nicleo de viabilidad, se obtiene que
si la condicién inicial xo no estd en Vr(t,0), entonces
independiente de lo que hagamos (i.e., de la secuencia de
controles u(-) que se elija), tarde o temprano alguna de
las restricciones no serd respetada, informacién relevante
cuando se analizan problemas de sostenibilidad.

En la literatura podemos encontrar una gran cantidad de
trabajos cuyo foco es la caracterizaciéon y el célculo del
nucleo de viabilidad - Aubin et al. (2011); Béné et al. (2001);
Bonneuil y Boucekkine (2014); De Lara y Doyen (2008);
De Lara et al. (2007b); Krawczyk et al. (2013); Saint-Pierre
(1994) -. Recientemente en Oubraham y Zaccour (2018), los
autores proveen una exhaustiva revision sobre la utilizacién
de la teoria de la viabilidad y en particular del niicleo de
viabilidad, en el estudio de problemas asociados a la gestién
sostenible de recursos renovables, incluyendo ecosistemas y
medio ambiente, concluyendo que la teoria de la viabilidad
es un marco metodolégico muy ttil para analizar problemas
de sostenibilidad. En Schuhbauer y Sumaila (2016) también
se hace una revisién de aplicaciones de la teoria de la
viabilidad, pero en dicho trabajo estas se concentran en la
gestion de recursos pesqueros.

Menos atencion, con la excepcién de Doyen y Gajardo
(2020); Doyen y Martinet (2012); Gajardo y Hermosilla
(2021); Gajardo et al. (2018); Martinet (2011); Martinet
et al. (2010), ha recibido el problema de viabilidad inverso,
consistente en determinar, dada una condicién inicial x,
las restricciones parametrizadas por el vector de umbrales
0 = (61,...,6,), para las cuales el sistema (3) es factible.
En términos matematicos, lo que se busca es determinar el
siguiente conjunto

Ju(-) yx(-) satisfaciendo
x(t0) = xo

x(t+1) =D(x(t),u(r))
Fr(to,x0) L L OERP| u(t) €U y
1i(x(t),u(t)) > 6;

Vi=1,...,p

Vip<t<T
(5)

El conjunto 7 (fy,x9) C R” es denominado conjunto
de umbrales sostenibles a partir del estado inicial xy. La
definicién de este conjunto se puede encontrar en Doyen y
Gajardo (2020); Gajardo y Hermosilla (2021); Gajardo et al.
(2018); Martinet et al. (2010, 2011) (en tiempo discreto) y en
Barrios et al. (2018); Martinet (2011) (en tiempo continuo).

Directamente de las definiciones (4) y (5), el conjunto de
umbrales sostenibles puede considerarse como el mapeo in-
verso del nicleo de viabilidad, en el siguiente sentido

0 Eyr(l(),X()) < X0 EVT(IU,G) (6)
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Sr(to, xo)
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Figura 1: Ilustracion tomada de Gajardo et al. (2018) del conjunto
de umbrales sostenibles .77 (¢, x0) N Ri (i.e., considerando solo
restricciones no negativas en (5)).

Similar a lo que sucede con el nicleo de viabilidad,
identificar y calcular .7 (fo,xp) plantea diversos desafios.
Sin embargo, en muchas situaciones pricticas, el conjunto
de umbrales sostenibles visualmente es mds interpretable
que el nicleo de viabilidad y podria proporcionar una valiosa
informacidn cualitativa a los tomadores de decisiones. Por
ejemplo, en problemas de gestiéon de recursos naturales, en
los que el estado de los recursos estudiados esta representado
por varias variables de estado (como en los modelos en cla-
ses de edades en la gestion pesquera), el niicleo de viabilidad
no puede proporcionar informacién visual a los tomadores
de decisiones que estdn considerando diversas restricciones.
Este caso no se da cuando se tienen pocas restricciones
que satisfacer, por ejemplo, dos: una restricciéon de tipo
preservacion (e.g., mantener al menos un nivel minimo del
recurso) y una restriccion de tipo produccion (e.g., mantener
al menos un nivel minimo de cosecha o beneficio). En
esta situacion, el conjunto de umbrales sostenibles puede
ilustrarse en el plano (dos dimensiones asociadas a las dos
restricciones) como se muestra en Barrios et al. (2018) y Ga-
jardo et al. (2018). De esta forma, este conjunto representa
la buena o mala salud del sistema en estudio en términos de
la sostenibilidad, permitiendo visualizar las compensaciones
o trade-offs existentes entre las diferentes restricciones, que
usualmente estdn en conflicto, subyacentes en la definicién
de sostenibilidad. En la Figura 1 ilustramos el conjunto
1 (t9,x0) con dos restricciones en conflicto, en el sentido
de que cuanto mds exigentes seamos con una restriccion
(i.e., imponiendo un umbral mds alto), menos exigentes
deberiamos ser con la otra restriccién (i.e., imponiendo
un umbral mds bajo). Esto dltimo ocurre muy a menudo
en problemas relacionados con la sostenibilidad o mads
generalmente en problemas sociales.

Durante los dltimos afios, hemos creido que el conjunto
7 (to,x0) entrega informacién muy relevante sobre la sos-
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Figura 2: Esquema tomado de Gajardo et al. (2021) del conjunto
de umbrales sostenibles para dos estados iniciales diferentes xg y
/

Xo-

tenibilidad del estado actual del recurso xp, en el sentido de
que informa sobre los niveles de las diferentes métricas u ob-
servaciones I; que pueden garantizarse tanto hoy como en el
futuro. En particular, un conjunto .7 (#y,xo) pequeiio, indi-
ca que el estado actual xg es vulnerable en el sentido de que
hay pocas opciones para operar en el sistema en términos
de su sostenibilidad. De esta forma, el conjunto .77 (fo,x0)
pretende proporcionar una imagen del estado actual del sis-
tema, dado por xp, en términos de los umbrales que pueden
mantenerse de forma sostenible en el tiempo. La Figura 2
muestra el conjunto de umbrales sostenibles para dos dife-
rentes estados iniciales xo y x{, en el caso en que el espacio
de umbrales es de dimensién dos. En esta imagen, teniendo
1 (t0,x4) C A1 (t0,%0), se puede inferir que el estado x;, estd
en una peor situacioén que xy.

Por otro lado, en varias aplicaciones el estado inicial xg
suele ser conocido o al menos estimado, por lo que puede ser
mds fécil y préctico determinar .7 (fy,xo) en lugar del nd-
cleo de viabilidad completo Vy(fo,0). Ademds, el conjunto
de umbrales sostenibles tiene propiedades matemadticas que
no comparte el nicleo de viabilidad, como ser un conjunto
inferior en el sentido de que

S (to,x0) —RY = 77 (10, x0), )

propiedad que se obtiene directamente de la definicién (5),
la que hace el cdlculo numérico del conjunto .7 (p, xp) mas
abordable, dado que gracias a la propiedad (7), este con-
junto queda completamente caracterizado por su frontera,
propiedad que mencionaremos mds adelante. Por lo tanto,
para problemas con varias variables de estado, el célculo
de V7 (t,0) puede ser demasiado costoso o poco préictico
en términos del tiempo computacional, incluso si solo hay
pocas restricciones. Sin embargo, en la misma situacién
(varias variables de estado con pocas restricciones), el
tiempo computacional de estimar .7 (1, xp) puede reducirse
considerablemente porque, esencialmente, la complejidad de
calcular Vr(t9,0) y 7 (fo,%0) es la misma, pero este tltimo
es un objeto en un espacio de menor dimension.
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Antes de terminar esta seccién, veamos una propiedad de
monotonia del conjunto 7 (fy,xo), que es util para la iden-
tificacién y aproximacién del conjunto cuando se tiene hori-
zonte infinito:

yT(taxO) C yT(t+17x0)

Sra(t,x) C Sr(txo)

La demostracién de estas inclusiones es directa de la defini-
cion (5) y simplemente subrayan que los umbrales que son
sostenibles durante un periodo de tiempo, también son sos-
tenibles durante un periodo mas corto. De acuerdo con dicha
propiedad de monotonia, se puede deducir que el conjunto de
umbrales sostenibles en el caso de horizonte infinito se puede
caracterizar a través de umbrales sostenibles en tiempo finito
como sigue:

ym(t(),)q)) = m yT(thXO)

T>tg

En virtud de la anterior propiedad, a partir de ahora supon-
dremos que el horizonte de tiempo 7 es finito.

UMBRALES SOSTENIBLES Y MAXIMIN

En esta seccidn, procederemos a caracterizar el conjunto
de umbrales sostenibles .77 (fy,xp) a través de problemas de
optimizacion de tipo maximin. Si bien hay una amplia litera-
tura matematica sobre problemas de optimizacién maximin,
desde el punto de vista de la sostenibilidad cuantitativa, el
concepto maximin fue propuesto en los afios setenta Solow
(1974), definiéndolo como el nivel de utilidad mads alto que
puede sostenerse en el tiempo, promoviendo asi la equidad
intergeneracional. Por lo tanto, establecer una relacion entre
el maximin de un problema de sostenibilidad (por definir
aun) y el respectivo conjunto de umbrales sostenibles,
establece un puente entre dos enfoques a priori diferentes,
utilizados para abordar este tipo de problemas.

En primera instancia, relacionaremos al conjunto
1 (to,x0) con un problema maximin multicriterio. Para ello
tendremos que definir qué se entiende por soluciones de este
tipo de problemas, las cuales entenderemos en el sentido de
Pareto. En segunda instancia caracterizaremos el conjunto
1 (t9,%0), como el conjunto de nivel de una funcién valor
de un problema maximin usual (i.e., monocriterio). Dicha
caracterizacién nos permitird establecer un método para
identificar puntos que estdn en la frontera de 7 (ty,x0),
recuperando de aquella forma el conjunto completo. Los
resultados matematicos que enunciaremos para ambas
partes, fueron establecidos en Doyen y Gajardo (2020) y
Gajardo y Hermosilla (2021), referencias donde se pueden
encontrar las demostraciones.

Antes de comenzar con las dos caracterizaciones mencio-
nadas, definiremos los puntos de Pareto o frontera de Pareto
de un conjunto. Para ello utilizaremos el concepto de domi-
nancia en el sentido de Pareto.

Definicién 1 Dados dos vectores 6 = (61,...,6p) y 0 =
(61,...,0,) en RP, se dice que 0 estd fuertemente dominado
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Figura 3: Ilustracién de las fronteras de Pareto de un conjunto
. C R2. En verde se indica la frontera débil y los puntos en rojo
corresponden a la frontera (fuerte).

por 0 en el sentido de Pareto, si 6 < 0 (componente a compo-
nente) y se dird que estd debilmente dominado en el sentido
de Pareto, si 0 < 0 y existe una coordenada j € {1,...,p}
tal que 0; < éj.

Definicion 2 Dado un conjunto . C RP, su frontera de Pa-
reto débil se define por

def

P(S)={0€S|DOES ;0 domina fuertemente a 0};

Es decir, 8 € 2,,(.7) si'y solamente si 0 € -/ y para todo
0 € .7, existe una coordenada j € {1,...,p} tal que 6; > 6;.
La frontera (fuerte) de Pareto de . estard dada por

def

P(S)V={0€.7 0.7 tal que 6 domina débila 0}.

En otras palabras, 6 € 2 () si y solamente si 6 € .y
para todo 0 € ¥ (diferente de 0) se tiene 0 < 6 y ademds,
existe una coordenada j € {1,...,p} tal que 6; > 0;.

Observe que de las definiciones anteriores, se obtiene que
P (L) C P, () para todo conjunto . C RP. En las pro-
ximas secciones trabajaremos con las fronteras de Pareto del
conjunto de umbrales sostenibles .7 (fy, o).

Maximin multicriterio

El enfoque maximin usual en sostenibilidad cuantitativa
- Cairns y Long (2006); Doyen y Martinet (2012); Solow
(1974) -, busca maximizar el minimo nivel en el tiempo de
un beneficio /. En otras palabras, el criterio maximin defi-
ne el nivel maximo de beneficio que se puede sostener en el
tiempo a partir de un estado inicial xy. De esta forma, si el
sistema dindmico controlado viene dado por

x(t+1) =D(x(t),u(r)) fh<t<T

®)

x(l‘()) = X0,

y un beneficio en el transcurso del tiempo estd representado
por la funcién I : X x U — R, es decir, en cada periodo de
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tiempo 7 se obtiene un beneficio I(x(¢),u(t)), 1o que se busca
es maximizar el minimo nivel de [ a lo largo del tiempo. Esto
lo escribimos como

def

V(to,x0) = min 1(x(r),u(?)),

su
P to<t<T

() u(-)

satisfacen (8)

donde V(1,-) : X — R serd la funci6én valor maximin aso-
ciada a la métrica /. Cuando el supremo en la definicién de
V(tp,x0) es alcanzado, entonces corresponde a un maximo
y esta funcién valor tiene asociada al menos una trayectoria
6ptima x*(-) junto a la trayectoria de controles o decisiones
6ptima u*(-). Si el conjunto de controles U C R™ es com-
pacto, la dindmica D : X x U — X es continua y la funcién
I: X x U — R es semicontinua superior, entonces se puede
demostrar que el supremo en la anterior definicion se alcanza,
por lo que podemos remplazarlo por un mdximo escribiendo

max
(x(-),u(-))

satisfacen (8)

V(t0,x0) & min I(x(t),u(t))  (9)

toSIST

El valor V (y, xo) tiene una interpretacién simple: es el ma-
ximo valor que se puede asegurar de la métrica I en todos los
periodos de tiempo (i.e., para todas las generaciones) a partir
del estado inicial x( del sistema. Esta métrica puede represen-
tar el nivel de un recurso natural, lo que se cosecha de este,
un beneficio econémico, o cualquier otra medida de interés
que se busque preservar a futuro.

Desde un punto de vista de la sostenibilidad, el objetivo
es equilibrar no una, sino que diversas métricas relaciona-
das con objetivos ecolégicos, econémicos y sociales dentro
de una perspectiva intergeneracional. Para abordar esto, es-
tudiaremos un problema maximin multiobjetivo, en donde
el problema de optimizacién maximin involucrard multiples
métricas Ii,...,I,. En términos matemdticos, este problema
lo formulamos como

méx ( min I; (x(t),u(t)),...,

() \0=I=T
satisfacen (8)

i (a0

(10)
La anterior formulacién corresponde a un problema de op-
timizaciéon multicriterio (o multiobjetivo), dado que la fun-
cién que se estd maximizando tiene mds de una componen-
te. En consecuencia, es necesario establecer qué se entien-
de por una solucién del problema de optimizacién (10) pues
generalmente, no existe una trayectoria (x(-),u(-)) que ma-
ximice todos los criterios objetivos min <;<7 1;(x(t),u(t));
j=1,...,p de manera simultdnea. Nuestro enfoque se cen-
trard en las soluciones Optimas en el sentido de Pareto, que
son soluciones que no pueden ser mejoradas en todos los cri-
terios sin deteriorar alguno de ellos Miettinen (1999). En tér-
minos matematicos, una trayectoria factible (x*(-),u*(-)) que

satisface (8) se dice que domina débilmente a otra trayectoria
factible (x(-),u(-))siV je{1,2,...,p}

s (+* * > . .
min 10" (1) (1) = min 1(x(0).0(0).

3j*€{1,2,...,p} tal que

{ % * * { %
in, 1 (x"(1),u" (1)) > o, 1; (x(2), u(t))
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Una trayectoria factible (x*(-),u*()) se denominard una
solucién fuerte del problema (10), en el sentido de Pareto, si
no existe otra trayectoria factible que la domine débilmente.
El conjunto de todas las soluciones fuertes lo denotaremos
por @y, (t,%0)-

El conjunto de valores de los criterios que se estdn optimi-
zando en (10) asociados a las soluciones fuertes, lo denota-
remos por ¥;,(y,xp) y corresponde a

def
%n(t()axo) é

{( min_ 1 (x* (1), u* (t)), ...

fo<t<T

, min Ip(x*(t),u*(t))) ‘

1o<t<T
(x*(-),u*(+)) € Ppu(to,x0)} CRP  (11)

Es decir, el conjunto ¥;,(t9,x0) C R? contiene los valores del
problema (10) que se alcanzan con soluciones fuertes.
Similar a los conceptos introducidos previamente, diremos
que una trayectoria factible (x*(-),u*(-)) que satisface (8),
domina fuertemente a otra trayectoria factible (x(-),u(-)) si

. = *
torgtlgTI](x (2),u*(2)) >

oo, Li(x(1), u(t))

vjie{l,2,....,p}. (12)
Una trayectoria (x*(-),u*(-)) se dird es una solucién débil
del problema (10) en el sentido de Pareto, si no existe otra
trayectoria factible que la domine fuertemente de acuerdo a
como se define en (12). De esta forma, el conjunto de solu-
ciones débiles lo denotaremos por <7, (tp,xo) y el conjunto
de los valores (multicriterio) asociados a las soluciones débi-

les corresponderd a

def
I (to.x0) S

{ <torgf2T11 (0 (1), (@), i, Ty (1) u*(t))) |

(x*(),u*(-)) € #, (to,x0)} CRP (13)

De estas definiciones, directamente se deducen las si-
guientes inclusiones

Ay (to,x0) C A (to,X0); Pm(t0,%0) C ¥ (10,%0),

enfatizando que la optimalidad fuerte de Pareto es mds
demandante que la optimalidad débil.

Observe que si se tiene un solo criterio (p = 1; I} = 1),
entonces ¥, (fo,x0) = ¥, (fo,X0) y estos conjuntos contienen
un solo valor, que coincidird con V (fy,x) definido en (9).

Siendo (10) un problema de optimizaciéon dindmico,
determinar los valores ptimos fuerte y débil en el sentido de
Pareto, entregados por los conjuntos ¥%;,(t0,x0) y ¥, (f0,%0),
presenta varios desafios y complejidades, pues se estd
optimizando sobre trayectorias (x(-),u(-)) que satisfacen (8).
A continuacién presentaremos una caracterizacién de estos
conjuntos, establecida como un problema de optimizacién
multicriterio estatico, es decir, que no involucra trayectorias,
caracterizaciones en las cuales intervendran el conjunto de
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umbrales sostenibles .7 (fp,xo) y el ndcleo de viabilidad
V7 (to,0) definidos por (5) y (4) respectivamente. Tales
representaciones permiten interpretar las soluciones del
problema maximin multicriterio (10), como un caso extremo
de viabilidad.

Las caracterizaciones establecen que los valores maximos
(débiles y fuertes) de Pareto del problema maximin (10),
asociados a un estado xg, corresponden a los valores ma-
ximos (en el sentido débil y fuerte de Pareto) del conjunto
de umbrales sostenibles (ver Definicion 2), que también
se pueden interpretar como los niveles maximos de las
restricciones del sistema (3) tal que el estado actual xy se
encuentre en el nicleo de viabilidad subyacente.

Proposicion 1 Para todo estado inicial xo € X, se tendrd
Vo (10,%0) =

P, (yT(m,xO)) — %({9 e R? | xo € Vr (1o, e)})

V(to,x0) =
t@(ﬂﬂm,x@) = 9({9 ER? | xp € VT(IOvG)}>

La demostracion de la anterior proposicion, puede encon-
trarse en Doyen y Gajardo (2020). Observe que las segundas
igualdades en cada linea, son una consecuencia directa de la
equivalencia (6), pues se tendra la igualdad

{6 eR? | xg € V7 (t0,0)} = S (to,x0).

El resultado de la Proposicién 1 puede interpretarse de la
siguiente forma. Sabemos que los umbrales 6 = (6y,...,6,)
son sostenibles desde el estado inicial xp si pertenecen al
conjunto .#7(tp,xp). Por lo tanto, los mdximos umbrales
sostenibles (i.e., la frontera de Pareto, débil o fuerte, del
conjunto .7 (tp,xo)) corresponden a los méaximos niveles de
las métricas, indicadores u observaciones I; que se pueden
sostener en el tiempo, al ser estos los valores Optimos del
problema maximin multicriterio (10). La Proposicién 1
significa también, que a partir de un estado xyp dado, no
se puede garantizar ningiin umbral mayor a los valores
6ptimos de Pareto dados por los conjuntos ¥, (t,x0,T) y
A//m(to,X(),T).

Aunque la interpretacion de esta proposicion es bastante
sencilla, tiene importantes consecuencias, pues establece que
los valores 6ptimos del problema maximin multicriterio (10)
pueden definirse en el marco de la la teorfa de la viabilidad,
utilizando un problema de optimizacién multicriterio sobre el
conjunto de umbrales sostenibles o sobre el niicleo de viabili-
dad. Aunque este método no es necesariamente mas sencillo
que el enfoque estdndar para resolver problemas maximin,
permite mostrar algunas propiedades ocultas de sus solucio-
nes. Siempre que la solucién de un problema de optimizacién
dado pueda formularse en términos de un niicleo de viabili-
dad, la solucién hereda las propiedades del niicleo. Dichas
propiedades incluyen una estructura de programacién dina-
mica que se utiliza para obtener aproximaciones numéricas
de los valores Optimos maximin multicriterio y también de
los umbrales sostenibles, como describimos mas adelante.
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Conjunto de nivel

En esta parte, estableceremos la relacion entre el con-
junto de umbrales sostenibles .7 (fp,x0) y un problema
de optimizaciéon maximin. La diferencia con la anterior
seccion, es que en esta ocasion el problema de optimizacién
a considerar serd monocriterio.

En primer lugar, para un estado inicial xo, una trayectoria
de estados y controles (x(-),u(+)) que satisface el sistema (8)
y un vector 8 = (0y,...,0,) € R, definimos la funcion

def

Ro(t0,x0,x(-),u(-))) = m’?fi’me{rﬁli“m

(Zj(x(1),u(t)) - ;)

Asociado a la anterior funcién, definimos el problema de op-

timizacién
W(0,1t0,x0) o max

(x(),u(-))

satisfacen (8)

Re(tO’x()’x(')vu('))a (14)

que consiste en maximizar, sobre todas las trayectorias
factibles del sistema sin restricciones (8), la funcién Ry.

El siguiente resultado establece una caracterizaciéon del
conjunto de umbrales sostenibles .7 (79, xo) en términos de
un conjunto de nivel de la funcién W (0,1, xo).

Proposicion 2 Para todo estado inicial xy € X se tendrd
Frt0.30) = {6 € R | W(0,10.10) > 0}

Ademds, un vector 0 € R? pertenecerd a la frontera dé-
bil de Pareto del conjunto S7(ty,xo), si y solamente si,
W (6,10,x0) = 0, es decir,

oc P, (yT(zo,x0)> & W(8,10,x0) =0

Este resultado, establecido en Gajardo y Hermosilla
(2021), entrega una herramienta para chequear si un vector
de umbrales 6 € R” es o no sostenible a partir del estado
inicial xp, que consistird en resolver el problema (14). Mas
aun, la Proposicién 2 nos entrega también una caracteriza-
cién de la frontera de Pareto débil de #7(fy,xp), como el
conjunto de nivel cero de la funcién W(-,zy,xo). Esto tiene
una considerable relevancia, dado que los vectores 6 en la
frontera de Pareto son los mejores (i.e., mdximos) umbrales
que se pueden sostener, de acuerdo con lo analizado en la
seccion anterior.

Por otro lado, gracias a la propiedad (7), bajo ciertas hi-
potesis no muy demandantes, como que el conjunto U C R™
donde se encuentran los controles sea compacto, que la di-
ndmica D : X x U — X sea continua, y las funciones /; :
X x U — R sean semicontinuas superiores y acotadas infe-
riormente, se tendrd que (ver Gajardo y Hermosilla (2021))
el conjunto .7 (19,xp) queda completamente determinado a
partir de sus fronteras de Pareto, mediante las igualdades

1 (t0,%0) = Py (yr(fo,xo)) -RY =2 (fr(to,XO)) —~RY
(15)

Las hipétesis mencionadas son bastante habituales en el
modelamiento de problemas de recursos naturales o, mas en
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general, en el modelamiento de problemas de sostenibilidad
De Lara y Doyen (2008). La compacidad del conjunto de
controles U simplemente representa las limitaciones que
generalmente los tomadores de decisiones suelen tener.
El que las funciones I; sean acotadas inferiormente, es
bastante natural si dichas métricas representan indicadores
biolégicos, ecoldgicos, econdmicos o sociales que no son
negativos. Una consecuencia de esta hipdtesis, es que el
conjunto de umbrales sostenibles nunca serd vacio. De
hecho, si 8 = (64,...,0 p) es un vector de cotas inferiores
de las funciones I;, entonces se obtiene inmediatamente
que 0 € 7 (to,x0) para cualquier condicidn inicial xy. Por
supuesto, si -7 (fo,xp) se reduce a {6} — R™, entonces
estamos en presencia del peor escenario para operar de
forma sostenible.

En consecuencia, poder calcular alguna de las fronteras
de Pareto del conjunto .7 (fo,Xo), es suficiente para deter-
minar el conjunto completo. El siguiente resultado, esta-
blecido en Gajardo y Hermosilla (2021), permitird identi-
ficar de una manera directa elementos en la frontera débil

gw (yT (to,xO)) .

Proposicion 3 Para un estado inicial xy € X y un vector 6 €
R?, si W(0,19,x0) < 0, es decir (ver la Proposicion 2) 0 ¢
1 (to,x0), entonces

p(0) 6+ W(6,10,%0)(1,....1) € 2, (yr(zo,xo)) (16)

Lo que este resultado nos estd indicando, es que si consi-
deramos un vector 6 € R” con coordenadas suficientemente
grandes de tal forma de que 6 ¢ .7 (1,x0), entonces, resol-
viendo el problema de optimizacién (14) para ese vector 9,
obtendremos un vector en la frontera débil de Pareto del con-
junto . (tp,xo), simplemente sumando en cada componente
de 6 el valor W(6,1y,xp). En otras palabras, desde fuera del
conjunto de umbrales sostenibles, estamos obteniendo pun-
tos de su frontera, como se ilustra en la Figura 4.

PRINCIPIO DE PROGRAMACION DINAMICA

A partir de la caracterizacidn obtenida en la seccién an-
terior, dada por las proposiciones 2 y 3 donde interviene un
problema de optimizacién de tipo maximin, a continuacién
expondremos un resultado, obtenido en Gajardo y Hermosi-
Ila (2021), que establece el principio de programacion diné-
mica para poder encontrar el valor W(6,1,xp) definido en
(14). Dicha estructura de programacion dindmica proviene
de la propiedad subyacente al niicleo de viabilidad en tiempo
discreto, como se detalla en De Lara y Doyen (2008). A par-
tir de dicho principio se podrd disefiar un esquema numérico
para calcular el conjunto de umbrales sostenibles .77 (1, xo).

Proposicién 4 Para todo vector 6 = (0y,...,60,) € R? la
Suncion valor W(6,-,-), definida en (14), satisface la ecua-
cion inversa de programacion dindmica

0,7,x)= mix min (I;(x,u)—6;
W(o,T.x) = mix min (I(x.u)=6;)
W(6,t,x) = méaxmin{W(6,7+1,D(x,u,w)),
ue

) }(Ij(x,u)—ej)} t=ty,...,T —1
P
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Figura 4: Ilustraciéon tomada de Gajardo y Hermosilla (2021), de
la Proposicién 3 mostrando cémo utilizarla para la construccién de
la frontera débil de Pareto a partir de vectores de umbrales 6,, 6, y
6. que no son sostenibles cuando p = 2 (i.e., dos restricciones). La

frontera débil de Pareto en este ejemplo se indica con la linea
punteada negra.

Lo que sefiala el anterior principio, es que si para un vector
0 € R” y un tiempo ¢ + 1 se conoce la funcién W(0,7+1,x),
para todo estado x € X, entonces resolviendo un problema
de optimizacién estdtico (no involucra trayectorias), se
puede obtener el valor de la funcién W(0,t,x). Por ello se
comienza resolviendo el problema desde el final (r = T)
hacia atrds. Cada uno de estos problemas es simple de
resolver, pues solo se estd optimizando sobre el conjunto
(compacto) de controles U en lugar de optimizar sobre un
conjunto de trayectorias. Sin embargo, para poder hacer lo
anterior, es necesario, en cada tiempo ¢, conocer el valor de
la funcién W (0,14 1,x) en todo estado x. Si bien el principio
de programacién dindmica es muy util para resolver pro-
blemas de optimizacién dindmicos, dividiéndolos en varios
sub-problemas estdticos, el inconveniente es que se nece-
sitan resolver muchos de estos subproblemas, nimero que
crece de manera exponencial respecto al periodo de tiempo
analizado T —fy y a la cantidad de variables de estado. Es
por ello que en la literatura se sefiala que la programacion
dindmica sufre la maldicion de la dimensionalidad, que
la transforma en un método eficaz solo cuando el sistema
considerado tiene pocas variables de estado.

De esta forma, dado un estado inicial xy en un tiempo ini-
cial 9, para un vector de umbrales 8 € R?, utilizando el es-
quema sefialado en la Proposicién 4 es posible determinar
el valor W(6,1,xp). Con este valor calculado, utilizando la
Proposicién 3, se obtiene de inmediato un elemento en la
frontera débil de Pareto del conjunto .7 (t,xo), utilizando
la propiedad (16). Repitiendo este procedimiento para varios
vectores 6, es posible estimar la frontera débil del conjunto
1 (t9,%0) y, por lo tanto, el conjunto completo (ver igualdad

(15)).
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OBSERVACIONES FINALES

En la gestion de recursos naturales, problemas de con-
servacion de la biodiversidad o cambio climético, hacer
operativas las definiciones de sostenibilidad es un desafio
mayor. Al respecto, el criterio maximin desempefia un
papel importante como el valor maximo de alguna cantidad
de interés que se puede sostener desde un punto de vista
intergeneracional - Asheim (2007); Cairns y Long (2006) -.
Por otro lado, son diversos los enfoques propuestos basados
en restricciones y umbrales para indicadores bioldgicos,
ecoldgicos, econémicos o sociales, que son vistos como
metas para alcanzar los objetivos de gestién sostenible.
Cuando las restricciones inducidas por umbrales deben
satisfacerse a lo largo del tiempo, estos problemas pueden
formularse en el marco matemdtico de la teoria de la viabili-
dad, como han propuesto numerosos autores en las dltimas
décadas - Oubraham y Zaccour (2018) -. El enfoque de esta
teorfa, ha sido principalmente el cédlculo o la estimacién
del niicleo de viabilidad, consistente en el conjunto de
estados iniciales del sistema a partir de los cuales es posible
satisfacer las restricciones prescritas a lo largo del tiempo.
En este articulo, hemos hecho una revision del enfoque
inverso, consistente en determinar los umbrales para los
que existe una trayectoria que satisface las restricciones
parametrizadas por dichos umbrales. Este nuevo concepto y
su cémputo proporcionan una herramienta para la gestién
y visualizacién de miltiples objetivos relacionados con la
sostenibilidad, permitiendo observar la (in)compatibilidad
de multiples objetivos y sus compensaciones.

Adicionalmente, en esta revisién se ha expuesto una
extension del enfoque maximin a un contexto multicriterio,
combinando el enfoque de control viable y de optimalidad
en el sentido de Pareto, mostrando los fuertes vinculos
existentes entre los problemas maximin y el enfoque de
la teoria de la viabilidad. En particular, se muestra cémo
los valores del problema maximin son soluciones de un
problema estatico de optimizacién multicriterio, que implica
al nicleo de viabilidad. En otras palabras, el maximin
emerge como un 6ptimo de viabilidad de Pareto. Este resul-
tado indica que las restricciones econdmicas, ecoldgicas o
sociales sostenibles y las compensaciones o sinergias entre
estas restricciones pueden identificarse a partir del nicleo
de viabilidad y, en particular, del conjunto de umbrales
sostenibles. Basdndose en la estructura de programacién
dindmica en la que se basa el nicleo de viabilidad, en este
documento se proporciona un resultado que permite disefiar
algoritmos para la identificacién y aproximacién de los
mdaximos de Pareto y, por tanto, de los umbrales sostenibles.

Los resultados expuestos confirman la pertinencia del
enfoque de la teoria de la viabilidad para abordar proble-
mas asociados a la sostenibilidad, considerando tanto la
equidad intergeneracional como los objetivos multicriterio
- Fleurbaey (2015); Doyen y Martinet (2012); Oubraham
y Zaccour (2018) -. En particular, la teorfa de la viabilidad
identifica las decisiones que satisfacen las restricciones de
sostenibilidad en el presente y mantienen la capacidad para
satisfacer estas restricciones en el futuro. Desde este punto
de vista, el enfoque de la viabilidad es coherente con la
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definicién de sostenibilidad de Brundtland - Brundtland
et al. (1987) -, que caracteriza el desarrollo sostenible como
un desarrollo "que satisface las necesidades del presente
sin comprometer la capacidad de las generaciones futuras
para satisfacer sus propias necesidades". Asi, nuestros
resultados aportan importantes aspectos metodoldgicos para
la operacionalizacion de la sostenibilidad - Baumgartner y
Quaas (2009); Neumayer (2010) -.

Concluimos este articulo mencionando que el enfoque
planteado bien puede ser extendido a sistemas controlados
bajo restricciones como (3), pero en tiempo continuo (ver
Barrios et al. (2018)). Las herramientas para poder determi-
nar el conjunto de umbrales sostenibles en dicho contexto,
son diferentes y las que se han establecido hasta ahora se
sustentan en los teoremas de comparacién de trayectorias
de un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por
otra parte, también se puede extender la nocién a sistemas
estocdsticos en tiempo discreto. La nocién de niicleo de
viabilidad en tal contexto existe en la literatura (ver Aubin
(1990); De Lara y Doyen (2008); Aubin et al. (2011)),
por lo que no es dificil extender la definicién de umbrales
sostenibles, al menos en dos sentidos: umbrales que se
pueden sostener en el tiempo con al menos un cierto nivel de
probabilidad, o que se puedan sostener ante cualquier evento
aleatorio futuro. Esta dltima opcién, da pie a la definicién de
umbrales sostenibles robustos, concepto definido y estudiado
recientemente en Gajardo et al. (2021).
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Abstract— The cancer stem cell hypothesis states that cancer growth is propelled by a relatively small number of cancer stem cells (CSCs).

These CSCs have been shown to play a crucial role in the growth and recurrence of many tumor types. The possibility that their elimination
becomes an efficient cancer control procedure has even led to new therapeutic paradigms. On the other hand, from their early stages, most
solid tumors grow in stressed environments. The stress field impacts on tumor evolution, and it is likely to affect different cancer cell
populations in different ways. It is therefore of great interest to determine the nature and strength of the interactions between CSCs and
differentiated tumor cells and how these interactions are affected by the mechanical properties of the environment. We have developed a
two-population mathematical model suitable to describe the initial stages of cancer growth and applied it to extract information from three
different experiments. Two of these experiments involve tumorspheres (spheroids resulting from the proliferation of a single CSC). In these
cases, the model validates the concept of CSC niche (the microenvironment responsible for signals that stimulate or inhibit CSC growth),
shows that interspecific interactions stimulate growth, while intraspecific interactions are generally inhibitory, and indicates how substrate
hardness modifies growth. In the third experiment analyzed, where stress-induced growth suppression was measured in multicellular tumor
spheroids, we were able to reconstruct the (unobserved) CSC fraction and found that medium rigidity eventually forces all cell interactions
to be competitive. We find that, under adverse environmental conditions the CSC fraction always remains nonzero. This lends support to the
hypothesis of the existence of the niche as a regulatory maintenance mechanism whose understanding will be crucial to the development of
a successful therapy based on CSC elimination.

Keywords—cancer stem cell, tumor, populations, interaction modeling, substrate

Resumen— La hipétesis de las células madre cancerosas afirma que el crecimiento del cdncer es promovido por un nimero relativamente
pequeilo de células madre cancerosas (CSCs). Se ha demostrado que estas CSC juegan un papel crucial en el crecimiento y recurrencia de
muchos tipos de tumores. La posibilidad de que su eliminacién se transforme en un procedimiento eficiente para el control del cancer ha
conducido a nuevos paradigmas terapéuticos. Por otra parte, a partir de sus etapas iniciales la mayoria de los tumores sélidos crecen en
ambientes sujetos a tensiones mecdnicas. El campo de tensiones afecta a la evolucién del tumor y es probable que afecte en forma diferente
a las distintas poblaciones celulares. Es entonces de gran interés determinar la naturaleza e intensidad de las interacciones entre las CSC y
las células cancerosas diferenciadas del tumor y cdmo estas interacciones son influidas por las propiedades mecédnicas del ambiente. Hemos
desarrollado un modelo matematico de dos poblaciones, adecuado para describir las etapas iniciales del crecimiento del cancer y lo hemos
aplicado para obtener informacion a partir de tres experimentos diferentes. Dos de estos experimentos fueron realizados con tumoresferas
(esferoides que resultan de la proliferacién de una sola CSC). En estos casos, el modelo valida el concepto de nicho: el microambiente
responsable por las sefiales que estimulan o inhiben la reproduccién de las CSC, muestra que las interacciones interespecificas estimulan el
crecimiento, mientras que las interacciones intraespecificas son generalmente inhibitorias, e indica cémo la rigidez del substrato modifica el
crecimiento. En el tercer experimento que analizamos, en el que fue medido cémo la presion aplicada suprime el crecimiento de esferoides
multicelulares, pudimos reconstruir la fracciéon de CSC (que no habia sido medida) y encontramos que la rigidez del medio eventualmente
hace que todas las interacciones intercelulares sean competitivas. Encontramos también que bajo condiciones ambientales adversas la
fraccion de CSC siempre es no nula. Estos resultados apoyan la hipétesis de la existencia del nicho como mecanismo de mantenimiento
regulatorio cuya dilucidacién es esencial para el desarrollo de una terapia exitosa basada en la eliminacién de las CSC.

Palabras clave—célula madre cancerosa, tumor, poblaciones, modelado de interacciones, substrato
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INTRODUCTION

he obvious interest and complexity of cancer has led to
the formulation of numerous mathematical models of
tumor growth. Surveys of the state of the art in cancer mo-
deling have appeared at different times (Adam and Bellomo,
1997; Wodarz and Komarova, 2005; Tan and Hanin, 2008;
Lowengrub et al., 2009). The models range from the deter-
ministic differential equation descriptions (Murray, 2001) to
the cellular automata (Scalerandi et al., 1999), to stochastic
approaches (Tan and Hanin, 2008). The emergence of new
experimental techniques continuously imposes further cons-
traints on the growth models being developed. Multicellu-
lar tumor spheroids were developed to study the influence
of the microenvironment on the regulation of cell develop-
ment and viability (Freyer and Sutherland, 1986; Sutherland,
1988). Later, the identification of cancer stem cells in many
tumor types (Al-Hajj et al., 2003; O’Brien et al., 2007) led
to the formulation of the cancer stem cell hypothesis (Batlle
and Clevers, 2017), which states that a subpopulation of stem
cells drives cancer growth and may explain metastasis and
tumor recurrence after therapy. As a consequence, new the-
rapeutic paradigms have emerged, built on the idea of con-
trolling cancer through the destruction or incapacitation of
the CSCs (Jagust et al., 2019). Tumorspheres were develo-
ped as biological models to test the potential and weaknes-
ses of CSC — driven tumor growth (Weiswald et al., 2015).
They are spheroids grown from single-cell suspensions out
of permanent cell lines or tumor tissue. When cultivated in
a serum-free medium, they grow in a natural way, but their
environment can be tuned-up to study particular phenome-
nologies. By adding growth factors such as EGF and FGF-2,
the stem cells are forced to self-replicate without differentia-
ting. Another possibility is to grow the spheroids in agarose
gel to induce stress and examine how this stress modifies cell
behavior and proliferation.

Associated with a stem cell is the niche, the set of cells
and intercellular elements that provide the signals that define
stem cell behavior and maintain stemness (Scadden, 2014).
In the case of CSCs, the niche functionality is well known,
but its design and structure are still not precisely defined,
although its deregulation is certainly connected to the emer-
gence of tumorigenesis. The cross-talk between the CSCs
and their niches has now become a possible therapeutic target
(Taniguchi et al., 2020). Mechanical stresses are important to
the initiation and interpretation of the promoting and inhibi-
tory signals that the niche sends to the CSC (Cheng et al.,
2009). To shed light on the niche properties and on the ef-
fect of mechanical interactions, it is therefore important to
have a mathematical model to describe stem-cell-fueled tu-
morsphere growth. We stress the importance of having a sim-
ple mathematical model: Tumorsphere experiments are noto-
riously difficult, and they yield key but relatively scarce data.
Such sophisticated models as the one developed in (Scale-
randi et al., 2002) to explain the growth of tumor cords under
varying stresses are not useful to extract information of the
available tumorsphere data.

We have recently developed a two-population mathema-
tical model of tumor growth (Benitez et al., 2019, 2021),
which we used to interpret the results of tumorsphere
growth experiments performed under different mechanical
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and growth factor conditions and to extract information about
the interaction between cancer stem cells and differentiated
cancer cells. We also obtain the evolution of the CSC frac-
tion, an important quantity which is in general not directly
accessible to the experiments. Here we review the model,
present its properties and applications, and indicate how to
apply it to interpret the results of tumorsphere and spheroid
growth experiments.

THE MATHEMATICAL MODEL

When a CSC undergoes mitosis, it may generate either two
CSCs with a probability p;, two differentiated cancer cells
(DCCs) with a probability p,, or one CSC and one differen-
tiated CSC, with a probability p, = 1 — ps — pa. To describe
the interaction between the CSC and DCC populations we
must generalize the standard equations for competing species
to account for these three possible results of a CSC division.
Since it is in general not possible to discriminate between the
growth rates of the two populations, we will assume that all
cells divide at the same basal reproductive rate r. The inter-
actions between members of both populations will be quan-
tified by four coefficients ¢;; , which describe intraspecific
(i = Jj) and interspecific (i # j) interactions.

Let S(¢) and D(¢) be, respectively, the CSC and DCC po-
pulations at time ¢. Their evolution is then given by the follo-
wing pair of equations:

ds —
7 r[psS] {ps Pd _ OssS — aSDD} ) (1a)
s

dD
oy =D+ 1+ pa—ps)S|{1 — appD —opsS}.  (1b)

Positive (negative) values of the coefficient ¢;; describe
the inhibition (promotion) of population i growth by the pre-
sence of population j, i.e. positive values of ¢;; correspond
to competitive interactions, while negative values represent
cooperation. The initial conditions for these equations de-
pend on the system of interest. In the case of a tumorsphe-
re, we start with a seed of a single cancer stem cell given by
S(0) =1 and D(0) = 0, but other choices are possible.

Since our system of equations is designed to describe cell
populations, we should determine a positivity conditions for
its solutions. A sufficient condition may be obtained follo-
wing the method of Kirwa et al. (see Chen et al. (2016)), and
noting that in all systems of interest S(0) > 0 and D(0) > 0.
We thus have,

Theorem 1 Let S(t) and D(t) be continuous functions that
solve Egs. (1), and satisfy S(0) > 0 and D(0) = 0. Then
ops < 0 is a sufficient condition for the positivity of S(t) and
D(t).

Proof: Given that S(0) > 0, for S(¢) to become non-
positive for the first time at a fy > 0, we must require that
S(t) = 0 and §' (1) < 0. But replacing these in Eq. (1a), we
arrive at a contradiction: while the left-hand side is negative
definite, the right-hand side is zero. Therefore, S(¢) must be
positive for any finite times, without any conditions on the
model parameters.

To obtain the positivity condition for D(¢), we note that a
sufficient condition for the initial growth of D(¢) is ops < 0.
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In this case, there must be at least an interval (0,7;) where
D(t) > 0. If we now assume that #; is the first positive time
for which D vanishes, D(¢;) = 0, then D' (1) < 0. Since r > 0
and S(#;) > 0, Eq. (1b) requires that [1 — apsS(t1)] <0, a
condition that is never fulfilled because opg < 0. Thus, we
have again arrived at a contradiction and D(r) must remain
positive for all finite times.

The generalization of this theorem to the case D(0) > 0 is
straightforward and we will not go into the details here.

The condition apg < 0 is likely to be generally fulfilled be-
cause we expect the cancer stem cells to promote the growth
of the differentiated cells that make up their niche.

Initial size

A natural question for a biologist would be: If I want to
create a tumorsphere, what is the minimum size that should
be used to ensure growth? The answer to this question de-
pends on the influence of differentiation inhibitors, as we can
see by requiring that the time derivative S'(¢) of the CMC
number be positive at the start of the experiment. From Eq.
(la), we see that this is equivalent to demanding that the
initial seed size satisfy the inequality,

1-I1- (ngS(O) >0, 2

where I1 = p,/p;. If ags < 0 (the CMCs cooperate), this is
equivalent to,
m-1
|otss|
If 1 < 1, i.e. py < ps, any value of S(0) (for instance, a
single cancer stem cell) will suffice to start a tumorsphere. If
on the other hand, IT > 1, Eq. (3) provides us with a conve-
nient estimate for the seed size.
If ags > 0, the CMCs inhibit each other, and Eq. (3) is
replaced by

S(0) > 3)

1-1I
ass

Because of the intraspecific competition, even if ps > py,
the number of cancer stem cells will initially decrease unless
Eq. (4) is satisfied.

To further investigate the mathematical properties of the
System (1), it is convenient to write it in a dimensionless
form. To do this, we will assume that opp # 0. If we then
define the dimensionless time T = r¢ and the dimensionless
populations,

S(0) <

“4)

X = app(1 — ps+pa)S, (5a)
Y= OZDDD, (Sb)

we obtain a set of dimensionless equations:
X =(P-AX -BY)X, (6a)
Y=(1-CX-Y)X+Y), (6b)

where the dot signals a derivative with respect to T and we
have defined the new parameters

P = ps—pa, (7a)

Oss Ds

=— 0, (7b)
opp 1 — ps+pa
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o
B=—""2p, (7c)
Opp
and
_ %s o (7d)
opp 1 —ps+pa

We have already shown that the sufficient condition for the
positivity of the solutions to Egs. (1) is that ops < 0. From
Eqgs.(6) we see that X and Y will have the same (opposite)
signs than their dimensional counterparts if opp > 0 (< 0).
Using Theorem 1 and Eq. (7d), we arrive at the following
corollary:

Corollary 1 The simultaneous satisfaction of the conditions
ops <0 and opp > 0 implies the positivity of X (t) and Y (7).
The single condition C < 0 may be used instead.

Remark 1 In most cases, we expect cancer stem cells to
compete for space and resources, which would lead to opp >
0. If they cooperate instead, app < 0 and the positivity of S(t)
and D(t) would imply the negativity of X () and Y (7).

Short-time behavior

Next, we investigate the short time behavior of system (6).
This is given by,

Theorem 2 If the system evolution starts at T =0 from a
small mixed seed, such that X(0) = Xy > 0 and Y (0) = Yo
but AXy, CXy, BYy, and Yy are all much smaller than one, the
representative point in the phase portrait of Egs. (6) initially
moves upwards and to the right. If Xo = 0 but Yy > 0, the
representative point moves straight towards the point (0, 1).

Proof: Let us consider first the case Xy > 0. Under the
theorem assumptions, Egs. (6) may be linearized. The expli-
cit solutions to the linearized form are easy to obtain. They
are

X(t) = Xoexp(P7),

X X
0 )er— 20 Pr
1-P 1-P

(8a)

and

y(z) = <Y0+ (8b)
From these equations, we immediately find that the short-
time location of the representative point in the X —Y plane is
given by the equation

o= oo 5] (4] 2 o

Given that 0 < P < 1 and that X(7) > X(0) for all 7 > 0,
the trajectory will be initially controlled by the first term of
Eq. (9), starting as a curve that moves upwards and to the
right, as we wanted to prove. If Xy = 0, Eq. (6a) leads to
X(7) =0, V7 > 0. Equation (6b) is therefore elementary to
integrate, yielding

Y(e) = [1+ (%" = Dexp(=7)] ", (10)

an expression that is valid V7 > 0. Equation (10) tells us that
Y (T — o) = 1 for any value of Y.
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Figure 1: System evolution in the X — Y plane for growth starting
from a pure CSC seed when a mixed asymptotic population is
reachable. Trajectories are obtained by varying the parameter B.
Fixed parameter values: P = 0.5, A =2, and C = 0.1. The red line
corresponds to the bifurcation condition B = P. Lines to its left
correspond to B > P and end at the stable coexistence fixed point
Q1 = (0,1). Lines to the right are obtained for B < P and end at the
stable coexistence point. The blue line corresponds to B = B (see
text).

Fixed points and stability

The behavior of a cell colony can be studied by locating
the equilibria (fixed points) of system (6) and analyzing their
stability. The fixed points are determined by setting the right-
hand sides of Egs. (6) equal to zero. Their stability is then
found by looking at the real parts of the eigenvalues A; and
A of the Jacobian matrix,

P—-2AX — By

i —BX
“\1—2cx-(1+0)Y

1—(1 +C)X—2Y> (In
The fixed points Q; are:

= The trivial point Qp = (0,0), for which the eigenvalues
are A} = 1 and A, = P. This point is unstable if P > 0,
which is the most interesting case (cancer stem cells are
stimulated to divide symmetrically), and the colony will
grow. If P < 0, the origin is a saddle point.

= The differentiated cancer cell point, Q| = (0, 1), whose
eigenvalues are 4| = —1 and A, = P — B. This corres-
ponds to a stable equilibrium if P < B and is otherwise
a saddle point.

= The coexistence point,

QZ:(X*,Y*):%(PfB,AfPC)7 (12)
with A = A — BC. The corresponding eigenvalues are
too cumbersome for a direct interpretation, but extensi-
ve simulations confirm that (; is unstable when P < B,
which is the domain where Q) is stable. There is the-
refore a transcritical bifurcation at P = B, where an ex-
change of stability occurs: a stable equilibrium such that
the system contains no cancer stem cells is found if
P < B, while a stable equilibrium where both popula-
tions coexist occurs for P > B.
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Figure 2: System evolution in the X — Y plane for growth starting
from a pure CSC seed, when a mixed asymptotic population is not
reachable. Trajectories are obtained by varying the parameter B.
Fixed parameter values: P = 0.5, A = 0.1, and C = 1. The red line
corresponds to the bifurcation condition B = P. Lines to its left
(B > P) end at the stable fixed point at (0, 1), while lines to its right
(B < P) end at the X axis. Q» is never a stable fixed point. The
fixed points, located along the dashed line, are not stable.

= The non-biological point Q3 = £(1,—1), for which

one of the two populations would be negative.

The fixed points in the X —Y plane are located on the
straight line Y* = 1 —CX*. Since we generally expect otpp >
0 (differentiated cancer cells compete for resources), the sign
of the slope of the fixed-point line is determined by the sign
of aps (see Eq. (7d). If CSCs promote the generation of new
differentiated cells (aps < 0), an increase in the number of
CSCs in equilibrium would imply an increase of the num-
ber of differentiated cells. Conversely, if the CSCs inhibit the
creation of new differentiated cells (ps > 0), an increase in
the number of CSCs in the equilibrium would imply fewer
DCCs there.

Figure 1 depicts the system trajectories in the X —Y pla-
ne starting from a small CSC seed, for the parameter va-
lues indicated in the figure caption. After an initial stage
where both populations increase in agreement with Theorem
2, we can identify three types of behavior: For B > P, all
trajectories converge to the differentiated cancer cell fixed
point Oy, which represents a stable tumorsphere that con-
tains no cancer stem cells. The transcritical bifurcation oc-
curs at B = P, where there is an exchange of stability bet-
ween O and Q», the last becoming the stable fixed point for
B < P.If P> B > B, where B is determined numerically,
the populations go through a maximum, and then converge
to a B-dependent coexistence point. If B < B, the tumorsphe-
re grows monotonically towards the coexistence fixed point.
Since C < 0, the slope of the fixed-point line is positive.

If A<O, but B> P and A < PC, the coexistence fixed
point is a saddle point located along the dashed line in the
first quadrant. This case is shown in Fig. 2, where a typical
value of O is represented by a square symbol. The trajecto-
ries cross into the fourth quadrant, but biological evolution
ends on the X axis, which corresponds to a spheroid with no
differentiated cancer cells.
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Figure 3: Fit to the experimental data (dots) of (Chen et al., 2016)
to reconstruct the CSC population, which is given by the orange
line. The green line corresponds to the DCC population, and the

blue line is the fit to the total cell population.

THE MATHEMATICAL MODEL IN THE REAL
WORLD

As stated in the Introduction, the model can describe the
possible outcomes of a spheroid growth assay. To illustrate
the application of our results to experimental data, we selec-
ted three experiments designed to investigate very different
properties of a growing spheroid. The fitting parameters we
obtain are reported in Table 1 along with the predicted final
cell population and the expected CSC fraction. Note that the
spheroids final sizes, in the column labeled "Total", span five
orders of magnitude. We briefly discuss our interpretation of
these results bearing in mind that our main goal is to predict
the dynamics of the cancer stem cell fraction.

The first experiment we analyze corresponds to tu-
morsphere assays performed by Chen et al. (2016) starting
from three cancer cell lines. They found that, under suitable
growing conditions, the final CSC fraction is rather large. He-
re we report only results for the T47D breast cancer line, but a
more detailed account may be found in Benitez et al. (2019).
As seen in Fig. 3, the fitting agrees well with the data, and
allows us to reconstruct the evolution of the CSC population.
Growth stops after about fifteen days, as is usually observed,
leaving the final CSC fraction stable. By inspection of the co-
rresponding parameters in Table 1, we conclude that growth
is favored by the interspecific interactions. Stem cells pro-
mote the increase in the number of differentiated cells that
consolidate their niche, which leads to an initial decrease in
the CSC fraction (see Fig. 6). Although the location of the
cell population in the tumorsphere was not studied in the ex-
periment, it has been recently suggested (Barberis, 2021) that
the relatively high differentiation probability in combination
with the colony’s geometry helps the CSCs to build a DCC
shield around them. As expected, the coefficients opp and
Oiss are positive, confirming that cells in the same population
compete for resources.

The second experiment Wang et al. (2016) studied the
influence of the substrate on tumorsphere growth in CSC-
promoting media. Recently, we applied our model to this ex-
periment (Benitez et al., 2021). Here we report only the ca-
se of a “soft” substrate, in which cells were cultured using
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Figure 4: Fit to the experimental data (dots) of (Wang et al., 2016)
to study tumorsphere growth on a soft substrate. The CSC
population (red line) is much larger than the DCC population
(green line).

0.05% agar as the contact matrix surface. Growth is slow at
first, being apparently driven only by the tendency to build
a suitable niche, hence the small basal growth rate (c.f. Ta-
ble 1). As a result, a slow exponential growth of CSCs pre-
vails in the early stages. As in the preceding example, the
CSCs attempt to generate niche-building DCCs, but, due to
the strong differentiation inhibition forced by the addition of
differentiation-inhibiting agents (note the high value of py),
the CSCs are only occasionally able to generate a differentia-
ted cell. Thus, as shown in Fig. 4, the CSC fraction is close to
one with only a very slow decay. The signs of the coefficients
o;; again indicate interspecific cooperation and intraspecific
competition.

The third experiment is a classic (Helmlinger et al.,
1997). These researchers prepared culture media that indu-
ced increasing stresses on the growing tumor spheroids, sho-
wing that stress may be a strong growth inhibitor for tu-
mors. Although these experiments were satisfactorily descri-
bed using an allometry-based mathematical model (Delsanto
et al., 2004), no information was extracted about subpopula-
tions or the nature of the intercellular interactions. Now we
fitted their reported tumor sizes with our model and found
an interesting fact: the fit is not possible without the assum-
ption of the existence of at least one CSC to drive the tu-
mor growth. Here we report only our fit to the 0.3% aga-
rose concentration case, which corresponds to a relatively
low stress environment. As shown in Fig. 5, the DCCs form
an overwhelming majority of the cell population. We note
that this experiment was performed at a time when the can-
cer stem cells were little more than a conjecture. The finding
that those experiments must have been CSC-driven becomes
evident today, because the currently accepted biological de-
finition of a CSC states that it is a cell that can form a sphe-
re in a tumorsphere assay (the original paper indicates that
many cells were seeded but not all of them formed spheres).
The CSC fraction represented in Fig. 6 for this experiment
(green curve) shows that the pressure quickly kills the seed.
As a result, the final size of the spheroid is reduced respect
to the control one (not shown here), for which the CSC num-
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TABLE 1: PARAMETERS OBTAINED BY FITTING THE DATA FROM THREE VERY DIFFERENT TUMORPHERE ASSAYS.
oss osp Ops | ®pp r | Ds Pd Total SJ%D
Chen 0.0519 | -0.032816 | -0.0175 | 0.020616 | 1.32 | 0.36 0.160 210 | 042
Wang 0.0844 -0.4082 -0.2005 | 0.483 0.07 | 0.969 | 0.004 7| 092
Helmlinger | 0.0202 | 0.000060 0.4007 | 0.000066 | 0.89 | 0.24 0.22 15178 | 0.00
the experimentalists.
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Abstract— The paper sets up two mathematical models for the Echinococcus multilocularis’s life cycle in the environment. Herbivores
are the intermediate hosts, harboring its larval stage, while carnivores host the adults. From the wild this helminth can spill to domestic
animals and thus it could be potentially harmful for humans. The models differ in the way disese transmission is modeled. Feasibility and
stability of the systems’ equilibria are assessed. No persistent oscillations can arise. The study of the transcritical bifurcations between the
steady states provides maps that are useful for the applied ecologist for possible parasite eradication.

Keywords—Mathematical Models, Mathematical Ecology, Mathematical Epidemiology, Zoonosis, Echinococcosis

Resumen— EI trabajo considera dos modelos matématicos para el ciclo de vita natural del Echinococcus multilocularis. Los herbivores
representan los huespes intermediarios, contienen las larvas; los carnivores en vez hospitan la forma adulta. Los animales domésticos pueden
assumir el parasita y en consequencia lo trasmitir a los hombres, lo que representa una menaga potential. Los modelos son differentes
en quanto las transmission del E. multilocularis tiene duas formulationes matématicas diferentes. La admissibilidad y la estabilidad de
los equilibrios son calculadas. Las poblaciones no pueden oscillar persistentemente. Las bifurcationes transcriticas entre los equilibrios

permeten a los ecologistas de determinar las maneras possibles de eliminar el helminto.

Palabras clave— Modelos Matematicos, Ecologia Matematica, Epidemiologia Matematica, Zoonosis, Echinococcosis

INTRODUCTION

Echinococcus, a genus of Cestoda, is a parasitic tapeworm
with a life cycle where carnivores are the definitive hosts and
herbivores represent the intermediate ones. The latter harbor
the larval form, while the definitive hosts harbor the adult
form. Its eggs are present in contaminated food and water.
Upon ingestion, the eggs proliferate in the guts and cause
Echinococcosis, a zoonosis as the parasite can be transmit-
ted from the wild to domestic animals and then to humans,
for whom it is therefore potentially harmful Houston et al.
(2021); Luong et al. (2018).

Echinococcus multilocularis thrives only in the northern
hemisphere. It is endemic in central Europe, where its defini-
tive host is the red fox, Vulpes vulpes.

The adult parasite is composed of a head and a few seg-
ments (proglottids), the last of which contains the eggs.
When it is expelled into the environment, the microscopic
eggs can survive for a long time even at low temperatures and
especially in humid environments. The intermediate hosts get
infested by ingestion of the eggs, that hatch in their stomach,
with the embryos crossing the intestinal wall and reaching
the liver and the lungs. The definitive host feeding on raw
parasitized prey viscera gets in turn infected and develops
the adult form. Thus Echinococcus Multilocularis has a cy-
cle closely linked with the environment, difficult to eradicate.
In natural forests the human interference is scant of absent
indeed, and the main control tool is administering antibiotics
to foxes. It is therefore important to