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RESUMEN

Este estudio presenta un modelo tritréfico que describe las interacciones entre una presa, un predador dominante y un meso-
predador, incorporando depredacidn intragremial, competencia interespecifica y respuestas funcionales mixtas (tipo Il para el
predador tope y tipo II para el mesopredador). A través de un andlisis de estabilidad local, se identifican las condiciones bajo
las cuales puede sostenerse la coexistencia de las tres especies. Los resultados revelan que el equilibrio con coexistencia solo
es viable en un subconjunto estrecho del espacio de parametros, lo que evidencia la fragilidad estructural del sistema. El me-
sopredador se destaca como el componente mds vulnerable, susceptible a ser excluido ante variaciones en tasas de consumo o
mortalidad, especialmente cuando enfrenta simultdneamente presion del predador dominante y una oferta limitada de presas.
Asimismo, se destaca el papel clave de la capacidad de carga de la presa como pardmetro clave, capaz de inducir transiciones
cualitativas en la dindmica del sistema y definir umbrales criticos para la persistencia de los niveles tréficos superiores. Este
trabajo aporta una base teérica para comprender como se configura la estabilidad ecoldgica en sistemas con competencia
intragremial y ofrece criterios relevantes para la conservacién en ecosistemas sujetos a presion antrépica o fragmentacion.

Palabras Claves:

Biomatematica, Ecologia Matematica, Biotecnologia Matematica, modelo tritréfico, depredacién intragremial, respuesta fun-
cional mixta

ABSTRACT

This study presents a tritrophic model describing the interactions among a prey, a dominant predator, and a mesopredator,
incorporating intraguild predation, interspecific competition, and mixed functional responses (Type III for the top predator
and Type II for the mesopredator). Through local stability analysis, the conditions under which the coexistence of the three
species can be sustained are identified. The results reveal that the coexistence equilibrium is viable only within a narrow
subset of the parameter space, thus highlighting the structural fragility of the system. The mesopredator stands out as the
most vulnerable component, susceptible to exclusion due to variations in consumption or mortality rates, especially when
simultaneously facing pressure from the dominant predator and a limited prey supply. Likewise, the key role of the prey’s
carrying capacity is highlighted as a crucial parameter, capable of inducing qualitative transitions in the system’s dynamics
and defining critical thresholds for the persistence of the higher trophic levels. This work provides a theoretical basis for
understanding how ecological stability is configured in systems with intraguild competition and offers relevant criteria for
conservation in ecosystems subjected to anthropic pressure or fragmentation.

Keywords:

Biomathematics, Mathematical Ecology, Mathematical Epidemiology, tritrophic model, intraguild predation, mixed functio-
nal response
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INTRODUCCION

omprender la dindmica de los ecosistemas requiere
C analizar las interacciones entre las especies que los
componen. Entre estas interacciones, las relaciones tréficas
permiten explicar como fluye la energia a través de los nive-
les bioldgicos y como se estructura la biodiversidad. La eco-
logia tedrica ha abordado estas relaciones mediante el desa-
rrollo de modelos que representan de forma simplificada las
complejas redes de alimentacién que sostienen a las comuni-
dades naturales.

CADENAS TROFICAS

Las cadenas tréficas representan la jerarquia de los orga-
nismos segun su rol en el flujo de energia de los ecosistemas.
En la base se encuentran los productores primarios o auté-
trofos, como plantas y algas, que convierten la energia solar
en biomasa. Estos son consumidos por los herbivoros o con-
sumidores primarios. Luego, aparecen los mesopredadores,
que se alimentan de herbivoros, y finalmente los predadores
tope o dominantes, que consumen tanto a mesopredadores
como a grandes herbivoros (Di Bitetti, 2008).

Los predadores dominantes cumplen un rol regulador cru-
cial en los ecosistemas, ya que afectan no solo a sus presas
directas, sino también a niveles troficos inferiores mediante
efectos en cascada, modificando la abundancia y distribucion
de diversas especies (Rumiz, 2010; Di Bitetti, 2008).

DEPREDACION

Dentro de las interacciones que ocurren entre diferentes
especies, una de las mds importantes para la estructuracién
de comunidades ecoldgicas es la depredacion (Romo and
Caicova, 2007). Esta interaccion adquiere una dimensién
particular cuando ocurre entre especies que pertenecen a
un mismo gremio tréfico, es decir, aquellas que comparten
nichos similares. En este contexto, se denomina depredacién
intragremio (Polis et al., 1989).

La depredacién intragremio puede emerger en escenarios
donde especies simpdtricas compiten por recursos semejan-
tes. Esta situacién puede derivar en competencia por interfe-
rencia, en la que los competidores menos eficientes interfie-
ren directamente con los mds especializados, lo cual puede
culminar en actos de depredacioén entre ellos (Polis et al.,
1989; Palomares and Caro, 1999; Grassel et al., 2015). A
diferencia de otras formas de competencia, esta interaccién
incluye el ataque, la muerte y el consumo del individuo afec-
tado (Polis and Holt, 1992).

MODELOS PREDADOR-PRESA

Uno de los métodos més basicos para proyectar los cam-
bios en el tiempo de una poblacién son las ecuaciones dife-
renciales (Kitzes, 2022). La idea fundamental es utilizar una
ecuacién que, a partir del nimero actual de individuos, per-
mita estimar el tamafio poblacional en un periodo futuro.

En ecologia tedrica, los modelos predador-presa constitu-
yen herramientas esenciales para representar las dindmicas
entre especies que interactian tréficamente. Estos modelos
permiten explorar cémo la depredacion influye en la estabi-
lidad y la coexistencia dentro de las comunidades ecoldgicas.

Uno de los primeros modelos de ecuaciones diferenciales
aplicados a relaciones interespecificas fue desarrollado
por Lotka y Volterra. Esta formulacién corresponde a una
extension del modelo logistico de crecimiento individual
de las especies, al que se le incorpora un pardmetro de
interaccion entre estas (Kitzes, 2022).

A partir de este enfoque, se han desarrollado diversas
formulaciones matemadticas que dieron origen a modelos te6-
ricos cada vez mds complejos para representar la interaccién
entre especies. La literatura cientifica reciente sobre modelos
predador-presa ha abordado temas como el andlisis de los
patrones temporales en funcién de diferentes respuestas
funcionales (Majumdar et al., 2022; Naik et al., 2022a; Jana
and Kumar Roy, 2022; Barman and Ghosh, 2022), asi como
los efectos ecoldgicos conocidos como el “efecto Allee” y
el “efecto miedo” en las presas (Li ef al., 2022; Naik et al.,
2022b; Devi and Jana, 2022; Lan et al., 2022; Gokge, 2022).

En particular, los modelos tritréficos extienden este mar-
co al incluir mdltiples niveles tréficos, permitiendo represen-
tar sistemas donde coexisten varios predadores que compiten
por presas comunes. Estos modelos ofrecen una descripcion
mads realista de la complejidad ecoldgica, facilitando el ana-
lisis de mecanismos como la depredacién intragremio y la
competencia tréfica entre predadores.

RESPUESTAS FUNCIONALES

La respuesta funcional es la relacién entre la tasa de
depredacion (Presas/tiempo) y la densidad de presas (Smith
and Smith, 2007). Holling (1965) tipificé las respuestas
funcionales en tres clases diferentes:

Tipo I: Esta respuesta funcional se basa en el supuesto de
que el cambio en la densidad de la poblacién de predadores
es proporcional a la densidad de la poblacién de presas dispo-
nible (x). La expresién matemadtica asociada a esta respuesta
corresponde a

x si 0<x<c
h(x) =

Y si c>x,

donde x es la densidad de presas. Se puede entender que
existe un aumento lineal de consumo de los predadores
respecto a la densidad de poblacién de presas, llegando a
un punto donde este valor es constante (Ej: fitoplancton y
zooplancton).

Tipo II: En este tipo de respuesta el niimero de presas con-
sumidas por el predador se incrementa pero con una tasa de-
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creciente, en funcion del incremento de la densidad de la pre-
sa (Badii et al., 2013). Es la llamada respuesta Monod de tipo
hiperbdlica, donde el pardmetro ¥ es la tasa maxima de con-
sumo percdpita y a es la tasa de saturacién media, es decir,
la cantidad de presas en el que la tasa de depredacion alcan-
za la mitad de su valor maximo (Garay-Gonzales, 2020). El
modelo que describe este comportamiento es

h(x) =

_a+x'

Tipo III: Los predadores con este tipo de respuesta tienen
una dieta basada en distintas especies de presas y su consu-
mo es proporcional a sus abundancias, cambiando a las es-
pecies mas abundantes y por tanto, permiten que las especies
con menor densidad poblacional tengan oportunidad de in-
crementar sus poblaciones de nuevo (Badii et al., 2013). Es
una respuesta sigmoidal que incluye la caracteristica de que
los predadores son ineficientes cuando los niveles de presas
son bajos, y descrita por Al-Moqgbali ef al. (2018). Su ecua-
cién matemadtica corresponde a

)C2
h(x) = -

X)) = —
a?+x%’

donde 7y a tienen el mismo sentido ecolégico que en la res-
puesta funcional tipo II.

CONDICION DE LIPSCHITZ LOCAL

La unicidad de las soluciones del sistema de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDOs) se garantiza mediante la
condicién de Lipschitz local. Una funcién f(u) es localmente
Lipschitz continua en un dominio D si, para todo compacto
S C D, existe una constante L > 0 tal que para u,,up € S:

([€(uaa) — £(up) || < Lt = up |-

Cuando un sistema es continuamente diferenciable (C') en
el ortante positivo Rio, la condicién de Lipschitz local se
satisface automdticamente (Hirsch er al., 2013).

ESTABILIDAD LOCAL

Para analizar el comportamiento del sistema no lineal
en las cercanias de un punto de equilibrio, se emplea la
linealizacién del sistema a través de su matriz Jacobiana.
Aunque la dindmica completa puede ser altamente no
lineal, el sistema linealizado proporciona una aproximacién
local vélida siempre que el equilibrio sea hiperbdlico.
Esta propiedad estd garantizada por el teorema cldsico
de Hartman—-Grobman, el cual establece la equivalencia
topoldgica entre el sistema no lineal y su linealizacién en un
entorno del equilibrio (Edwards, 2013).

Asi mismo se pueden determinar las condiciones de esta-
bilidad sin calcular explicitamente las raices del polinomio
caracteristico, aplicando el Criterio de Routh—-Hurwitz. Este
criterio proporciona condiciones algebraicas necesarias y
suficientes, expresadas en términos de los coeficientes del

polinomio, que deben cumplirse para garantizar que todas
las raices tengan parte real negativa Thieme (2003).

A continuacién se presentan los dos resultados fundamen-
tales utilizados en este andlisis.

Teorema 1 (Teorema de Hartman—Grobman) Sea
F : R" - R" un campo vectorial suave asociado al

sistema dindmico
X=FX), X=(xy2).

Sea (x0,y0,20) un punto de equilibrio del sistema, y sea J la
matriz Jacobiana evaluada en dicho punto:

axfl a)’f] aZfl
J=|df2 df2 912
hfs hfs Oufs (%0,Y020)

El sistema linealizado asociado es:
X=J-X.

Si el equilibrio es hiperbdlico (esto es, el Jacobiano no po-
see valores propios con parte real nula), entonces el flujo del
sistema no lineal es localmente topologicamente equivalente
al flujo del sistema linealizado. En particular:

e SiRe(A;) < 0 para todo i, entonces el equilibrio es lo-
calmente asintoticamente estable.

o Si existe algiin A; con Re(A;) > 0, el equilibrio es ines-
table.

e Si alguno de los valores propios tiene parte real cero, el
equilibrio es no hiperbdlico y no puede determinarse su
estabilidad mediante la linealizacion.

Teorema 2 (Criterio de Routh-Hurwitz ) Sea F : R? —
R un campo vectorial suave y sea (xo,yo,20) un punto de
equilibrio. Sea J la matriz Jacobiana evaluada en dicho equi-
librio. El polinomio caracteristico de J es:

pA) =23+ 1A%+ A+ 13,

donde
T = — tr(J),
= Z M;;(J),
1<i<;j<3
73 = — det(J),

El equilibrio (x0,y0,20) es localmente asint6ticamente es-
table si y sélo si se satisfacen simultdneamente las siguientes
desigualdades de Routh—Hurwitz:

T >0, T >0, 73 >0, TIT) > T3.

En caso contrario, el equilibrio es inestable. Si alguna de
estas igualdades se anula, el sistema es no hiperbolico y la
estabilidad local no puede determinarse uinicamente a partir
de la linealizacion.

doi: 10.58560/rmmsb.v05.€.025.03
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AMORTIGUAMIENTO DINAMICO, FUERZA ESTABILIZA-
DORA Y UMBRALES DE PERSISTENCIA

El amortiguamiento dindmico se refiere a la velocidad
con la cual un sistema retorna a su equilibrio después de
sufrir una perturbacién. Formalmente, este comportamiento
queda determinado por la parte real de los autovalores del
Jacobiano evaluado en el equilibrio: cuanto mas negativa
es dicha parte real, mayor es el amortiguamiento y mas
rapidamente el sistema vuelve a su estado estable. Esta
interpretacion es estdndar en ecologia tedrica y se encuentra
desarrollada en trabajos cldsicos sobre estabilidad local y
resiliencia (May, 1973; Hastings and Gross, 2012).

La fuerza estabilizadora corresponde a los mecanismos
que promueven la coexistencia al reducir la intensidad de
la competencia efectiva entre especies. En el marco de
coexistencia propuesto por Chesson (2000), esta fuerza se
cuantifica mediante procesos que generan niche differences,
tales como variabilidad ambiental, particién de recursos
o respuestas no lineales al ambiente. Estos mecanismos
disminuyen la competencia interespecifica en relacién con
la intraespecifica, favoreciendo que cada especie se recupere
cuando es rara. Una mayor fuerza estabilizadora expande
la regiéon de coexistencia y fortalece la estabilidad de las
poblaciones bajo perturbaciones.

Por otro lado, los umbrales de persistencia definen las con-
diciones minimas bajo las cuales una poblacién o especie
puede mantenerse en el tiempo sin extinguirse. En modelos
deterministas, estos umbrales suelen expresarse como condi-
ciones para que exista un equilibrio positivo estable o Este
enfoque, ampliamente utilizado en teoria de coexistencia y
dindmica de poblaciones, aparece en trabajos fundamentales
como los de Kot (2001) y Chesson (2000). En sistemas mul-
tiespecificos, estos umbrales se vinculan a las condiciones de
invasibilidad y a la persistencia a largo plazo bajo oscilacio-
nes o variabilidad ambiental (Huisman and Weissing, 1999).

OBJETIVOS DEL ESTUDIO

Este trabajo tiene por objetivos:

e Formular un modelo tritréfico que incorpore depreda-
cién intragremial y respuestas funcionales mixtas.

e Analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio.

e Proponer condiciones para la coexistencia y exclusion
de las especies.

MODELO MATEMATICO

El estudio se centra en la dindmica de un ecosistema trofi-
co modelado bajo un esquema de predacién intragremial que
incluye un predador tope oportunista (x()), un mesopreda-
dor (y(t)), y una presa comtin (z(r)). El predador tope (x(z))
exhibe un comportamiento oportunista, consumiendo a sus
presas con una Respuesta Funcional (RF) de Holling Tipo

III. En contraste, el mesopredador (y(¢)) presenta una RF Ti-
po II sobre la presa z(r). El sistema incorpora la predacién
del mesopredador por el tope, mientras que la dindmica del
recurso se rige por un crecimiento logistico. Bajo estas con-
sideraciones, se formula el siguiente modelo:

ax _ 0N Py
o = (225 ) a0+ an (25 ) w00 it
dy _ () 1)’ ‘
E =0 (a3 z(,)))’(f)* a%+y(r)2 x(t)iﬁLv(t)v (1>
dz _ r<1 _ ﬁ) (1) (p02 x@),( 1) ) (t)
K )? @420 aytz(n) ) M)

==
donde los pardmetros son: 7, la tasa de crecimiento de la pre-
sa; K, la capacidad de carga constante del ambiente; ¥;, las
tasas maximas de consumo per cdpita; g;, las constantes de
saturacién asociadas a las respuestas funcionales; ¢, las efi-
ciencias tréficas de conversion de biomasa; y f3;, las tasas de
mortalidad natural de cada especie. Se asume que la eficien-
cia tréfica del predador tope es igual en todos los casos.

PROPIEDADES CUALITATIVAS DEL SISTEMA

El sistema ecolégico considerado presenta propiedades es-
tructurales que garantizan la relevancia bioldgica de las tra-
yectorias. En primer lugar, el ortante positivo

Riy={(x,y.2) :x>0,y>0,2z>0}

es un conjunto positivamente invariante. Esto se sigue
de la forma multiplicativa de las ecuaciones de x(z) y
y(t), y del caracter logistico de la evolucién de z(¢): si
x(0),y(0),z(0) > 0, entonces las soluciones permanecen en
dicho dominio para todo ¢ > 0.

Para formalizar estas propiedades esenciales, y dado que
las funciones del lado derecho del sistema son continuamente
diferenciables (clase C!) en R3>0 (lo cual implica la condicién
de Lipschitz local), podemos establecer el siguiente resultado
fundamental:

Teorema 3 (Existencia, Unicidad y Acotacion Global)

Para cualquier condicion inicial uy = (x0,Y0,20) en
el ortante positivo Rio, existe una tnica solucion
u(t) = (x(t),y(t),z(t)) que satisface el sistema de ecuacio-
nes. Dicha solucion es no negativa para todo t > 0 y estd
definida globalmente (no presenta explosiones en tiempo

finito).

Por otra parte, en ausencia de depredacién, la poblacién
presa estd acotada por su capacidad de carga, es decir,
z(t) < K. Como consecuencia, las poblaciones predadoras
también quedan acotadas, ya que su crecimiento maximo
estd limitado por la abundancia del recurso presa.

Estas propiedades garantizan que el sistema es bioldgica-
mente consistente, que no presenta explosiones en tiempo fi-
nito y que las soluciones existen globalmente.

doi: 10.58560/rmmsb.v05.€.025.03
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EQUILIBRIOS DEL SISTEMA

En esta seccion se determinan los puntos de equilibrio o
estacionarios del sistema, estableciendo condiciones paramé-
tricas para que sean reales y con significancia bioldgica. Los
puntos de equilibrio (x*,y*,z*) satisfacen el siguiente siste-
ma algebraico, obtenido al anular las derivadas temporales:

2 2
nz hy
o x+a | 5——= | x—Bix=0,
1((1%—0—22) I<a§+yz> A
2
1z hy
[0 —| 5——= |x— By =0, 2
2 <a3+z>y (a%+y2> BZ} ( )

2
_z2y._ (. n= _ ([ B _
r(l K)Z <a%+z2>x <a3+z>y 0

Los puntos de equilibrios del sistema corresponden a:

e Equilibrio trivial: (x*,y*,z*) = (0,0,0).

o Presas con capacidad de carga: (x*,y*,z") = (0,0,K),
cuando los predadores estan ausentes.

e Equilibrio con x =0, y # 0, z # 0:
En este caso se entiende que los dos predadores del sis-
tema se han extinto, por lo que el sistema se reduce a:

V32
o —B,=0,
2 <a3 +z> B

(- ()

Con esto se obtiene el punto de equilibrio:

x*=0,
L (1=2/K) _ rlas+2) (1 Z)
vz /(a3 +2*) v K)’
. a3
(s —B)

Para la existencia de este equilibrio positivo (donde y* >
0y z" > 0) se una condicion que relaciona la tasa de
crecimiento de la especie Y con la capacidad de carga K
y las tasas de saturacién y decaimiento, se expresa como

062}’3>ﬁ2(1+a7(3>.

Esto es equivalente a que el nivel de recurso Z requerido
para sostener a Y en el equilibrio (z*) sea menor que la
capacidad de carga K del ambiente: z* < K.

e Equilibrio con x # 0,y =0, z # 0:

En este caso, el mesopredador estd ausente, por lo que
se deben resolver las siguientes ecuaciones:

2
hz
a| -=——=|—-p1=0,
l(a%-i-Zz) ﬁl

2
z Nz
1_7) - ~0.
(-5 (22

Resolviendo este sistema se obtiene:

x*_W<1_Z*>
B K

y' =0,
. Bi

 =aI\| —————F

oy —PBi

En este caso, el equilibrio representa un escenario donde
el predador tope se mantiene gracias a la abundancia de
la presa, mientras que el mesopredador ha sido excluido
del sistema. La permanencia de este equilibrio positivo
se mantiene sujeta a que se mantenga

KZ
oy > P (H_ocz)’

1

lo que corresponde a la relacién de la capacidad de con-
sumo de el predador tope sobre la presa con su tasa de
mortalidad (B,), asegurando que el z no se sature al nivel
K

e Equilibrio Interior (x* > 0, y* > 0, z* > 0)

El equilibrio interior representa la coexistencia simul-
tdnea de presa (z), mesopredador (y) y predador tope
(x). Para determinar las condiciones bajo las cuales di-
cho equilibrio existe y es biolégicamente significativo,
se analizan las ecuaciones de equilibrio del sistema:

2 2
Nz Yy
'(a%+z2>+ '(a%+y2> Ai=0,
32 Yy
Q — —B,=0,
2(a3+z) (a%+y2>x P

2
S W Y (1 [ B2 _
r(l K)Z (a%+12>x <a3+z>y 0

Debido a la presencia de términos funcionales satura-
dos y componentes no lineales de tipo Holling II y III,
el sistema no admite una solucién analitica cerrada; sin
embargo, es posible obtener condiciones necesarias y
suficientes para garantizar la positividad de las tres po-
blaciones.

A partir de la primera ecuacién de equilibrio se aisla el
término dependiente de y, lo que motiva la introduccién
de la funcién auxiliar

D(Z) _ & _ 71Z2
o af+72

Esta sustitucién permite reescribir la condicién de equi-
librio en la forma

2
Py

:DZ7
a%+y2 ()

doi: 10.58560/rmmsb.v05.€.025.03
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donde la funcién del lado izquierdo pertenece al interva-
lo (0,7,) paratodo y > 0. En consecuencia, una solucién
positiva y* existe si y s6lo si

0<D(z) <,

lo que impone una primera restriccién de factibilidad
para la coexistencia. Esta desigualdad implica, en parti-
cular, que debe cumplirse

Bi

>7_
n o Y2,

condicién necesaria, pero no suficiente, para la existen-
cia de un intervalo de valores de z compatibles con un
mesopredador persistente.

El segundo requisito proviene de la ecuacién de equili-
brio del mesopredador, para la cual resulta conveniente

definir
32
<a3 + z) P

Con esta notacién, la expresion de equilibrio adopta la

forma
Yoy
x=E(z),
<a§+y2) ®

de modo que la existencia de un predador tope positivo
requiere que

E(z) =

E(z) >0,

lo que se traduce en la restriccién ecoldgica minima

B2

B> —.

Y- o

Esta condicidn garantiza que la tasa maxima de aprove-
chamiento del recurso por parte del mesopredador sea

suficiente para compensar su mortalidad intrinseca.

La tercera ecuacion de equilibrio, correspondiente a la
dindmica de la presa, permite reducir el sistema a una
tinica ecuacién escalar F(z) = 0 en la variable z, lue-
go de sustituir las expresiones de x(z) y y(z) deriva-
das de las relaciones anteriores. Dicha ecuacion deter-
mina los posibles valores de z* en equilibrio. La exis-
tencia de un equilibrio interior biolégicamente signifi-
cativo queda entonces supeditada a que la raiz positiva
7" de F(z) = 0 satisfaga simultdneamente las dos res-
tricciones fundamentales:

0<DE)<p vy E@E)>0.
En conjunto, estas condiciones delimitan la regién del
espacio paramétrico en la cual la coexistencia entre pre-
sa, mesopredador y predador tope es viable. Asimis-
mo, muestran explicitamente cémo las tasas de consu-
mo maximas, los pardmetros de saturacién y las tasas de
mortalidad condicionan la existencia del equilibrio inte-
rior, proporcionando una caracterizacion precisa de los
requisitos ecolégicos que permiten la persistencia de las
tres especies en el sistema.

ANALISIS DE ESTABILIDAD

En esta seccién se evalian las condiciones de equilibrio
interpretando los valores de la soluciones de la ecuacién ca-
racteristicas asociadas a la matriz Jacobiana evaluada en un
punto de equilibrio. Las soluciones que se evaluaron son la
solucién trivial, las presas a capacidad de carga, la exclusion
del predador tope, la exclusién de mesopredador y el equili-
brio interior. La matriz Jacobiana del sistema en términos de
sus derivadas parciales correponde a:

axfl ayfl azfl
J(X,y,Z) = 8)Cf2 any asz 5
hfs ofs 9f3

donde las derivadas parciales del sistema se expresan como:

dufi = i (a%%—izzz " a%yzj;) P

Dyl
i :alx(a%f_iy;lzz)z’

2

oifr = agz_izyz’
ofa= O%fiz _ﬁz_x(;fkyya%f
d.fr = OCZY(GZ@%V’
hfs = _a%}quz’
Khfs = _113}/3—&%27
dfs=r (1 - ?5) _x(az%yf:j)z - (asyfsz)z'

Evaluando estas expresiones en un punto de equilibrio
(x*,y*,z*) se obtiene la matriz Jacobiana linealizada, deno-
tada por

= I,

El andlisis de estabilidad se realiza a partir del polinomio
caracteristico de J* y sus coeficientes, que serdn tratados en
la subseccion correspondiente mediante el criterio de Routh—
Hurwitz. En las secciones siguientes se estudia la estabilidad
de los distintos equilibrios del sistema: la solucion trivial, la
presa a capacidad de carga, la exclusion del depredador tope
y la exclusién del mesodepredador.

SOLUCION TRIVIAL

La matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio
(0,0,0) corresponde a:

doi: 10.58560/rmmsb.v05.€.025.03
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B 0 0
J(0,0,0)=| 0 —B 0
0 0 r

La ecuacion caracteristica asociada a esta matriz es:

(=B1=2A) (=P =2A)(r—=2A)=0

Por lo tanto, los valores propios son:

M==-Bi, h=-p,

Como al menos un 4; tal que Re(4;) > 0, el equilibrio es
inestable.

}13:}’

PRESAS EN CAPACIDAD DE CARGA

Al evaluar el Jacobiano en el punto de equilibrio (0,0, K)
se obtiene:

nk?
B L 0 0
! a2 +K? B
K
7(0,0,K) = 0 a2~a37'3+K—B2 0
_ nk* _ K .
a%—|—K2 a+K

Con esto, la ecuacion caracteristica asociada a esta matriz
es:

nk? K
- ———-Pi—A]|-
(o0 Ao =p=2) (e 25

Y sus respectivos valores propios son:

BK

_ =0 -
Bl; 2 2a3+K

Az =—r

- B2,

La estabilidad del punto de equilibrio depende del signo de
los valores propios. Si todos los valores propios tienen parte
real negativa, el punto es localmente asintéticamente estable.
Para que el punto (0,0, K) sea asintéticamente estable, se de-
ben cumplir las siguientes condiciones:

}/1[(2
a - < 3
1 Cl% K2 ﬁl ( )
BK
. 4
(0%} p— < B2 )

La Condicién (3) asegura que la eficiencia tréfica del pre-
dador tope sobre las presas no sea demasiado alta en compa-
racion con su tasa de mortalidad natural. La Condicion (4),
establece que la eficiencia tréfica del mesopredador también
debe ser inferior a su tasa de mortalidad natural.

—pz—a> (—r—2)=0

EXTINCION DEL PREDADOR TOPE

Este punto de equilibrio corresponde a E3 = (0,y*,z%),
donde el predador tope (x) estd ausente y coexisten el me-
sopredador (y) y la presa (z). Para obtener la densidad de
equilibrio de la presa, z*, se parte de la ecuacién del meso-
predador y se impone la condicién de equilibrio Z—f = 0 bajo
el supuesto x = 0, lo que implica que

B
) =B
az+27*

Para simplificar el andlisis de E3, fue necesario definir el pa-
rdmetro auxiliar:

u:=0oy—PB
Asegurar que z* se real y positivo implica la condicién u > 0.
Despejando z*, se obtiene:

. _ azf
u

La densidad de equilibrio del mesopredador y* se obtiene de
la condicién % = 0,conx=0:

dt
. r(az +z¥) <1_Z*>
1 K

Para la existencia de y* > 0, es necesaria la condicion z* < K.

Definimos ademads las expresiones auxiliares:

oy =Tt ()

a3f
A = Z* = N

u bé

K

Evaluando la matriz Jacobiana en este punto se obtiene:

nA? »B
a — 0 0
: (a%+A2+a%+Bz B
" PB az
J'= — 0 B
&+B Gel ey
nA® »BA

2A as
1-2) —Bpy——
( K) B las AP

Dada las caracteristicas de la matriz, es posible deducir un
valor propio directamente:

G +A? T atA

nA? »B?
M=a + -
e (a%+A2 a3+ B> b

La estabilidad del equilibrio E3 requiere que A; < 0, lo cual
impide la recolonizacién del sistema por parte del predador
tope (x), ya que su tasa de ganancia neta es negativa en este
punto. Esta condicién se traduce en la desigualdad:

*2 *2

Yy

Z
&> n 2 2
as+y*

o oa+z?

®)

La estabilidad del subsistema (y,z) se rige por las raices
A2 3 de la submatriz inferior derecha, cuya estabilidad se ana-
liza mediante el Criterio de Routh-Hurwitz. El polinomio ca-
racteristico de esta submatriz 2 x 2 es de la forma:

PA) =22 +T0A+1=0

doi: 10.58560/rmmsb.v05.€.025.03
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donde los coeficientes 7; y 7, (derivados de la traza y el de-
terminante de la submatriz Jacobiana) estan dados por:

- as 2A
T1 —B’)/3 ((13 +A)2 r(l K)

as
T = OOBYBA——F—
2= 0BY (a3 +A)3

Aplicando el Criterio de Routh-Hurwitz, las condiciones
para que Ay 3 tengan parte real negativa son que ambos
coeficientes sean positivos (71, 72 > 0).

Dado que todos los pardmetros y las densidades A = z* y
B = y* son positivas, el coeficiente 7, siempre es positivo
(72 > 0). Esto garantiza el cumplimiento de la primera
condicién.

Por lo tanto, la estabilidad local del subsistema (y,z) queda
determinada inicamente por la segunda condicién, 7; > 0, la
cual asegura que A, 3 tengan parte real negativa, es decir:

as 2A
(%) ©

El término de la izquierda en (6), representa la fuerza
estabilizadora. Esta expresion mide la presién reguladora
de la depredacion ejercida por el mesopredador sobre la
presa. Cuanto mayor sea este valor, mayor serd la capa-
cidad del mesopredador para amortiguar las fluctuaciones
poblacionales. Por otro lado, el término de la derecha en
(6), representa la fuerza desestabilizadora o el potencial de
crecimiento neto intrinseco de la presa. Este valor es positivo
cuando la densidad de la presa A es inferior a la mitad de su
capacidad de carga (A < K/2), lo que indica una alta tasa de
crecimiento intrinseca que tiende a impulsar el sistema fuera
del equilibrio (un factor comiin que conduce a oscilaciones
en modelos presa-depredador.

Este comportamiento refleja un equilibrio ecolégico don-
de el subsistema (y,z) converge localmente a un estado esta-
cionario sin oscilaciones amplificadas, gracias a un balance
entre la productividad de la presa y la presion de depredacion
del mesopredador.

EXTINCION DEL MESOPREDADOR

Para el punto de equilibrio E4 = (x*,0,z"), donde el meso-
predador (y) estd ausente y coexisten el predador tope (x) y la
presa (z). La densidad de equilibrio de la presa z* se obtiene
de la condicién de equilibrio en la ecuacién de x, % =0, con
y=0:

*2
nae 8,

o =
a+72

Para un andlisis més simple de E4, se defini6 el pardmetro
auxiliar:

vi=an —Bi

Para que z* sea real y positivo, es indispensable la condicién
v > 0. Despejando z*, se obtiene:

/ 2
a
1%

La densidad de equilibrio del predador tope x* se obtiene de
la condicion % =0,cony=0:

ogr z*
Xf=—|1-=
B K
Para la existencia de x* > 0, es necesaria la condicién z* < K.
Definimos ademads las expresiones auxiliares:

ﬁla% ogr C
= *: —_— D:: *:7 1——
C:=z \/ v’ X B,

La matriz Jacobiana J* evaluada en este punto
E4 = (D,0,C) cumple, por definicién de z*, que el ele-
mento J;; = 0. La matriz es:

2Ca?
0 0 aD 1
1 '}’1( %+C2)2
»C
* = 0 o — 0
J 20t C B>
C? C 2C 2Cd?
- =D ’(1—*) —Dy
ad+C a3 +C K (a?+C?)

Notemos que el polinomio caracteristico de J* es de la for-
ma:

PA)=(1—A) (A2 + 1A +1) =0

donde los coeficientes 7y, 7| y 7, estan dados por:

2Ca?
T =0 — B I
az+C (a7 +C?)?
243
= DRC ——1—
? DY (a2 +C?)3

El primer valor propio es:

1C
a3 +C

— B

M=Jpn=m

Para que el equilibrio £, sea localmente estable, se requiere
que A; < 0, lo que implica la condicién de exclusion:

B w7
o az+z*

(7

Esta desigualdad asegura que la tasa de ganancia del
mesopredador (y) a partir de la presa (z*) es insuficiente para
compensar su mortalidad f3;, impidiendo su persistencia en
el sistema.
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Los otros dos valores propios corresponden a las raices del
polinomio cuadrético, que relaciona las dindmicas del preda-
dor tope (x) y la presa (z):

lz-f—Tll—FTz:O

Aplicando el Criterio de Routh-Hurwitz, las condiciones
para que A3 tengan parte real negativa son que ambos
coeficientes sean positivos: 71 >0y 7, > 0.

Dado que todos los pardmetros y las densidades C = z* y
D = x* son positivas, el coeficiente 7, (el determinante) siem-
pre es positivo (72 > 0). Esto garantiza la primera condicién.
La estabilidad local del subsistema (x,z) queda determinada
Unicamente por la segunda condicién, 7; > 0, la cual asegura
que:

2Ca? 2C
orie > (1-%) ®

Esta condicién exige que la fuerza de amortiguacién
generada por la depredacién del predador tope (D = x*)
sobre la presa (C = z*) sea mayor que el potencial de
crecimiento neto de la presa.

La estabilidad local del equilibrio E4 depende directamen-
te de la configuracién paramétrica del sistema. El equili-
brio es localmente estable si se satisfacen las condiciones
de existencia (v > 0y z* < K), la exclusién del mesopreda-
dor (A1 < 0), y la estabilidad del subsistema (x,z) (7 >0y
Tp > 0). El cumplimiento de estas condiciones implica que la
dindmica conjunta de la presa (z) y el predador tope (x) tien-
de hacia un equilibrio sin oscilaciones crecientes, mientras el
mesopredador (y) es excluido del sistema.

ESTABILIDAD LOCAL DEL EQUILIBRIO INTERIOR

Sea (x*,y*,z*) un punto de equilibrio estrictamente posi-
tivo de (1). El andlisis de estabilidad local se realiza a partir
del Jacobiano del sistema. Sea J* = J(x*,y*,z*) con entradas

10 de 14
\ n(z)? () )
Ji=a + — B,
! 1(@%+(Z*)2 a3+ (y*)? A
* 2 * 2
* hy a * * ZYIZ ay
T = oux . Th=ax L
2T G027 BT @+ ()22
J* _ YZ(y* 2
. )34 . 2pya3
I =a e e M
2=y P @ oy
* * Yzas
Tiy = oy —25
23 2y (a3+z*)2
o @) BT
R o
=r{l- - VIV .
K (a? +(z9)2)2 (a3 +7)?

Para simplificar la expresion del Jacobiano evaluado en el
equilibrio interior (x*,y*,z*), introducimos las funciones au-
xiliares

_ n@)? 0= nO*)? P
@i+ @) GO T at
y sus derivadas
p__2nTa o, 2wya o pa
zZ— 9 - 5 77— . .
(at + (z*)?)? T (@ +(7)2)? (a3 +2")?

Con esta notacion las entradas del Jacobiano se escriben de
manera compacta como

Jit = (P+0Q) - Bi, Tiy = aux™Qy,

Jik3 = alx*})za J;] = _Q7
1;2:a2S_B2_X*Qy7 J53:a2y*SZa
J3=—P, J3p =8,

* ZZ* * *
Jiz = r(l — K) —x' P, —y'S;.

A partir de estas expresiones, los coeficientes del po-
linomio caracteristico A3 + 7jA2 + »A + 73 se obtienen
directamente.

Primer coeficiente
T = —(J1 +JIn+75)

es decir,

T = —{Otl(P-f—Q)—ﬁl-i—OtzS—ﬁz—X*Qy

2 *
+r<1 - ;{) —x*PZ—y*SZ]
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Segundo coeficiente
T = (M1 —Ji2d51) + (N33 = JI1331) + Unad33 = Ioal3),
lo que conduce a la expresion
T = (a1 (P+Q)— i) (S —Br—x"0Q)) + oux"Q, 0
+ (o (P+Q)—B1)J33 + oux*P,P
+ (S — B —x"0Qy) 33+ 0y*S; S.
Tercer coeficiente.
73 = —det(J"),
con
7= [Jl* 12233 = I3d50) = I (U133 — o351
I Un T — i) |,

donde cada termino se construye en base a las definiciones
anteriores de P,Q, S, F;, 0y, S;.

Por tanto, las condiciones de Routh—Hurwitz escritas com-
pletamente en términos de las derivadas del Jacobiano eva-
luadas en (x*,y*,z*) son:

71 >0,

»>01>0, 717> 13,

donde (71,72, 73) se calculan con las férmulas precedentes.

SIMULACIONES NUMERICAS

El estudio analitico se complement6 mediante simula-
ciones numéricas que permiten describir de manera directa
la dindmica temporal del sistema al variar la capacidad de
carga K, entendida como un indicador de la productividad
del recurso basal.

Los pardmetros utilizados para las simulaciones fue-
ron: »r=1,0; ¢t =02, 1 =0,6; »=20,9; B =0,10;
ap=5,a;=15, ap =04, V3 = 0,5, ﬁg = 0,05 y az = 5,
mientras que las condiciones iniciales corresponden a
(XOJ’O,ZO) = (17 1730)

Las simulaciones se llevaron a cabo en el lenguaje R uti-
lizando las librerias deSolve y ggplot2 (Wickham, 2016).
En todos los casos se emplearon los mismos pardmetros y
condiciones iniciales, y el intervalo de integracién numé-
rica fue establecido en r = 600, lo que permitié identificar
con claridad el comportamiento asintético de las trayectorias.

La Figura 1 presenta los resultados de las simulaciones
para diversos valores de K. A partir de estas se identifican
los siguientes regimenes cualitativos:

e K = 1: Extincion de los predadores y presa en capa-
cidad de carga. Para valores muy bajos de K, la dispo-
nibilidad de recurso es insuficiente para sostener a los

niveles superiores. Tanto el mesopredador como el pre-
dador tope declinan rdpidamente hacia cero, mientras
que la presa converge a su capacidad de carga. El re-
sultado concuerda con la teoria: con baja productividad,
las respuestas funcionales saturadas no permiten soste-
ner a los predadores, que se extinguen mientras la presa
se estabiliza.

e K =5y K = 10: Persistencia del mesopredador y ex-
tincion del predador tope. En niveles intermedios de
productividad, el mesopredador logra mantenerse, pe-
ro el predador tope no alcanza densidades positivas. El
sistema converge a un equilibrio estable de dos niveles
tréficos (0,y*,z*), donde el mesopredador y la presa co-
existen con valores constantes en el tiempo.

e K=15,K =20y K = 25: Coexistencia estable de las
tres especies. Para valores moderadamente altos de K,
el recurso disponible permite la presencia sostenida de
las tres poblaciones. Las trayectorias convergen hacia
un equilibrio interior estable (x*,y*,z*), sin exhibir os-
cilaciones apreciables. En este régimen, la interaccién
tritréfica se estabiliza y las fluctuaciones son fuertemen-
te amortiguadas.

e K =30y K = 40: Oscilaciones persistentes. Para va-
lores altos de K, el sistema ya no converge a un punto
fijo. En cambio, se observa numéricamente un compor-
tamiento oscilatorio sostenido, compatible con la pre-
sencia de un ciclo limite. El aumento de la capacidad
de carga intensifica la retroalimentacion tréfica y genera
ciclos de mayor amplitud, un comportamiento tipico de
sistemas altamente productivos. Este fenémeno es con-
sistente con predicciones cldsicas en sistemas tritrofi-
cos, donde una mayor disponibilidad de recursos tiende
a desestabilizar las interacciones predador—presa (Ro-
senzweig, 1971; Hastings and Powell, 1991).

Las simulaciones numéricas revelan que la capacidad de
carga K actia como un determinante clave del comporta-
miento dindmico, dando lugar a una transicién desde la extin-
cion de los niveles superiores en ambientes pobres, pasando
por una region de coexistencia estable, hasta regimenes osci-
latorios persistentes en ambientes altamente productivos.

DISCUSION Y APLICACIONES

Los resultados de este estudio ofrecen una base tedrica
para entender cémo la estructura de las interacciones tréficas
influye en la persistencia o exclusién de especies dentro de
comunidades con competencia intragremial. En particular,
el mesopredador se muestra como el componente mas
vulnerable, especialmente cuando enfrenta simultineamente
presiéon por parte del predador dominante y una disponi-
bilidad limitada de presas. Este patrén ha sido observado
en diversos ecosistemas, donde grandes carnivoros reducen
la abundancia o restringen el rango de mesopredadores
mediante competencia o interferencia directa (Palomares
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Figura 1: Series de tiempo del modelo tritréfico para distintos valores de la capacidad de carga K.

and Caro, 1999; Roemer et al., 2009). Un estudio previo
(Mejias, 2023), en donde se analiz6 numéricamente un
modelo de similares caracteristicas, no se lograron generar
simulaciones sin que ocurriera exclusién competitiva de
alguno de los predadores. Esto dltimo, evidencia las comple-
jidades de mantener un equilibrio interior en el sistema.

Ademds de esta dimensién estructural, es importante
considerar el rol funcional de los predadores tope como
reguladores de las poblaciones de presas. Tal como sefiala
Rumiz (2010), los carnivoros cumplen una funcién de con-
trol biolégico que mantiene el equilibrio en las comunidades
troficas. La pérdida de este control puede desencadenar
ciclos de plagas y procesos de sobre consumo, afectando
la regeneracién vegetal y la biodiversidad local. Se ha
reportado que estas alteraciones pueden incluso provocar
extinciones locales de especies de plantas y animales (Rios,
2009).

Comprender estas dindmicas resulta esencial para el
disefio de estrategias de conservacion, ya que la desaparicion
del mesopredador o del predador tope puede generar efectos
en cascada que alteren tanto las poblaciones de presas como
los procesos ecoldgicos asociados (Prugh et al, 2009).
Ademéds, en paisajes fragmentados o sometidos a presién
antrépica, estas relaciones se vuelven atin mds inestables,

incrementando el riesgo de extincién local de especies
subordinadas (Newsome et al., 2017).

El anélisis de estabilidad local, utilizando el Criterio
de Routh-Hurwitz para manejar la complejidad algebraica
de los polinomios caracteristicos, proporciona una visién
detallada de los mecanismos que gobiernan la persistencia
y la exclusién de las especies en el modelo tritréfico. Los
resultados tedricos obtenidos, en particular las condiciones
sobre los polinomios caracteristicos, ofrecen una interpreta-
cién clara sobre el amortiguamiento dindmico y los umbrales
de persistencia.

Desde una perspectiva aplicada, las condiciones de
estabilidad y viabilidad identificadas en este modelo pueden
emplearse como indicadores para evaluar la resiliencia
ecoldgica de sistemas naturales. Asi, modelos tritréficos
con competencia interespecifica ofrecen una herramienta
util para anticipar escenarios criticos y orientar decisiones
de manejo como la reintroduccién de predadores tope o la
regulacién de especies clave en dreas de conservacidon o
restauracion ecoldgica.

En este contexto, la capacidad de carga de las presas (K)
actiia como un pardmetro clave, cuya variaciéon puede des-
encadenar cambios cualitativos en la dindmica del sistema y
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determinar umbrales criticos de invasibilidad y coexistencia.
En el estudio de (Escobar, 2009) se presentan varios modelos
que destacan la capacidad de carga como un factor limitante
para la existencia de soluciones interiores.

CONCLUSIONES

Este trabajo presenta un modelo tritréfico que describe
interacciones ecoldgicas complejas entre una presa, un
predador dominante y un mesopredador, considerando me-
canismos como la depredacién intragremial, la competencia
interespecifica y respuestas funcionales mixtas. El andlisis
de estabilidad local revela que la coexistencia de las tres
especies solo se sostiene bajo combinaciones especificas de
pardmetros, principalmente relacionados con la eficiencia
tréfica, las tasas de mortalidad y la capacidad de carga del
recurso basal.

El modelo presenta una alta complejidad técnica por la
cantidad de pardmetros involucrados y las no linealidades
que dificultan el andlisis algebraico directo, requiriendo
estrategias numéricas para su exploraciéon. No obstante,
esta complejidad permite capturar de forma mds realista
las dindmicas entre especies que compiten y se depredan
mutuamente.

A partir de la aplicacion sistemdtica del Teorema de
Hartman-Grobman y el Criterio de Routh-Hurwitz, se
establecieron las condiciones paramétricas necesarias y
suficientes para la estabilidad de los equilibrios definidos. El
andlisis tedrico demostrd que la estabilidad de los subsiste-
mas de coexistencia queda supeditada a condiciones donde
la fuerza reguladora de la depredacién debe ser superior al
potencial de crecimiento neto desestabilizador de la presa en
su densidad de equilibrio. Asimismo, se definieron umbrales
de exclusién y se identificaron puntos de transicién que
marcan las condiciones exactas bajo las cuales una nueva
especie puede emerger o ser permanentemente excluida.

Las simulaciones numéricas mostraron que la capa-
cidad de carga de las presas desempefia un rol central
en la regulacion y estabilidad del sistema tritréfico. Este
comportamiento concuerda con los patrones reportados
en la literatura, que destacan la importancia de la produc-
tividad basal en la dindmica de comunidades predador—presa.

Este estudio constituye un aporte a la comprension de c6-
mo operan las relaciones interespecificas en sistemas tréficos
mads alld del esquema cldsico presa—predador, ofreciendo un
marco tedrico para reflexionar sobre las condiciones que pro-
mueven la coexistencia o llevan a la exclusion de especies en
comunidades con multiples niveles de interaccién.
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